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a, A 
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Transformation von Differentialausdrücken erster 
Ordnung zweiten Grades mit Hülfe der verallge- 
meinerten elliptischen Coordinaten. 

(Von Herrn O0. Henriei zu Kiel.) 


Herr Hesse hat in der einundzwanzigsten und zweiundzwanzigsten 
Vorlesung seiner analytischen Geometrie des Raumes bei der algebraischen 
Behandlung des Problems der Hauptaxen der Curven und Oberflächen zweiter 
Ordnung die Relationen zwischen den rechtwinkligen und elliptischen Plan - 
oder Raumeoordinaten aufgestellt und die Relationen zwischen den Dillerentialen 
derselben auf eine Form gebracht, welche die Transformation gewisser Dil- 
ferentialausdrücke durch Einführung der elliptischen statt der rechtwinkligen 
Coordinaten auf das Engste an das genannte Problem knüpft, indem diese 
Transformation auf diejenige lineare Substitution zurückgeführt wird. welche 
jenes Problem löst. Das Verfahren ist für die Plancoordinaten kurz das folgende. 

Es werden zuerst die linearen Substitutionen 

1) A=adc+lb'y, Y=ac+by 
so bestimmt, dass sie die Gleichungen 
2) Hy =XA’+T, y(,y) = (P,c+ Ay) (ea y)=A,N-+AY 

zu identischen machen. Die 4 erscheinen dann als Wurzeln der in A qua- 
dratischen Gleichung 

Me SURRER SER UER TOBBE DR x 
so dass, wenn wir ,. /, rechtwinklige Coordinaten sein lassen, die Wur- 
zeln A,. 4, als elliptische Plancoordinaten erscheinen. ° Es wird darauf p. 245 
des genannten Werkes gezeigt, dass die Relationen zwischen den Differentialen 
der 5 und 4, wie sie aus 

#) vwiä)=G vwlia)=0 
lolgen, auf die Form der Substitution (1.) gebracht werden können, dass 
nämlich 


— di —— di 
AyAn—4 _—- adß,t+b’dß,. Ya, — ı, —— = adß,+bdß 
> YA ı VL, N t 1 sy *ı VL U daD, 79 a, 
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wird. wo Z, und ZL, die Werthe von L= (-+4A)(@,+4) für 4=4 und) =4, 
bezeichnen. Diese Gleichungen, welche Folge von (3.) sind, gehen aus den 
Substitutionen (1.) hervor, wenn man 





di 


au. + ee Ir - 
(4.) ie ds. Y — d’,. X 2— 5 y% — hs u; . Y =- 2 YAM —_ 


0 vL, 
setzt. Führt man diese Werthe in (1.) ein, so werden jene Substitutionen 
durch die Gleichungen (3.) erfüllt, und dasselbe gilt von allen Gleichungen 
zwischen den x, y und X, Y, welche durch die Substitutionen (1.) zu iden- 
tischen werden: sie gehen durch Einsetzen der Werthe (4.) in Differential- 
formeln über, welche Folgen der Gleichungen (3.) sind. 

Solche durch (1.) identische Gleichungen sind die beiden unter (2.), 
mittelst deren wir durch Einsetzen der Werthe (4.) d?’+dp; und p(dP,.,d/?,) 
sofort durch die Grössen 4, und 4, ausgedrückt erhalten. Hier hat (x, y) 
die Form F(&, y,—(Pr+P,y)), wenn F(u,v,w)= —aw—a,v’+w‘ Da 


» . . * 1 * . 
nun, falls A die Determinante von y(x, y) bezeichnet, 79-9 x) die reci- 
Bi 


proke Function von p(x,y) ist, so wird auch die Gleichung 


n. x Y’ 
9, z, uYy—PıE) PT +, ’ 


A 0 








welche aus den reeiproken Functionen der beiden Seiten der zweiten Glei- 


chung (2.) gebildet ist, durch (1.) identisch, weil diese Substitution eine ortho- 
gonale ist. Führen wir hier die Werthe (4.) ein, so ergiebt sich, dass die 


Differentialgleichung 

® hl ® > ) « > ji 2 a 3? 2 > 

(9.) F(— dp}, ddo, Pod? — Pd) = (PudPı — PıdPs) — wdp — ad = VO 
in 








Fe 
N\AL, AL YA,L, yAL ’\yAZ, YAL, 
übergeht, wenn die 5 mittelst (3.) durch A, und A, ersetzt werden, dass also 
ihre Integration durch diese Transformation auf Quadraturen zurückgeführt ist. 
In derselben Weise leitet man aus allen andern Gleichungen, welche durch 
(1.) identisch werden. entsprechende Transformationen von Differentialaus- 

drücken ab. 
Mein hochverehrter Lehrer, Herr Prof. Hesse, stellte nun im Winter- 
semesier 1883 im Heidelberger mathematischen Seminar die Aufgabe, die 


analoge Transformation der Differentialgleichung (5.) für den Fall auszuführen. 
wo F(a,e,w) eine allgemeine quadratische Form bezeichnet. In der damals 





Bi % ie 
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von mir eingereichten Lösung führte ich diesen allgemeinen Fall durch lineare 
Substitution der Form F(u,e,w) auf jenen speciellen zurück. nachdem die 
Grösse y(A), deren Verschwinden die Substitution (3.) liefert, als reeiproke 
Function und die in (4.) eintretende Grösse L als Determinante von Fu, ve, w 


—4,(u°+e°) dargestellt war. Hierzu bedurfte die von Herrn Hesse zur Ab- 


leitung der Gleichungen (4.) angestellte Rechnung nur einer geringen Mo- 
difiecation; diese Rechnung selbst ist aber etwas weitläufis. selbst für den 
obigen speciellen Fall, und in sehr erhöhtem Grade, wenn man dasselbe Ver- 
fahren auf Funetionen mit mehr Variabeln ausdehnen will. Bei weiterer Be- 
schäftigung mit diesem Gegenstande fand ich jedoch, dass sich dieselbe ver- 
möge der Eigenschaften der Substitution (1.) bedeutend abkürzen und mil 
derselben auch dann ausführen lässt, wenn man für Fa, ve, ww) eine homogene 
Function zwischen »--1 Variabeln und für «-+®e’ oder x’-+y’ in (2.) eine 
ebenso allgemeine Function nimmt. 

Diese Verallgemeinerung der obigen Methode zur Transformation ge- 
wisser Differentialausdrücke. sowie die Integration eines Systems von n—I 
Differentialgleichungen erster Ordnung zweiten Grades zwischen » Variabeln 


bilden den Inhalt des Folgenden. 


we 
Der beabsichtigten Transformation liegt das sehr bekannte algebraische 
Problem zu Grunde: 
Man soll diejenigen linearen Substitutionen bestimmen. welche die 
Gleichungen 
(1.) F Yı» Yır...Y = ZA,yh = hlıthl:++4Y,, 


(2.) F,(yı:» Ya» ER Y,) = B,,y.Y; . Yı+ Y+ + „= 


l 


zu identischen machen. 

Aus der grossen Reihe von Arbeiten, worin dies Problem behandelt 
wird, erwähne ich zwei, nämlich die Abhandlung von Jacobi: De binis quibus- 
libet etc. (dieses Journal Bd. 12) und die Abhandlung des Herrn Weierstrass 
(Berichte der Berl. Akad. 1858). in welcher die Ausnahmefälle, wenn bei 
der gewöhnlichen Behandlung mehrere der Coefficienten 4 einander gleich 
werden, mit berücksichtigt sind. Ich führe hier diejenigen Resultate der Lö- 
sung an, welche im Folgenden gebraucht werden. 


Die Substitutionen mit ihren Auflösungen seien 
1 * 
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er 
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(8.) y >= Yıfıt Yalat "+ YuYr: 

(3°.) Y, = Iuyıt daypt tlg: 
ferner seien (A). (B). (1) die Determinanten der Functionen F, F, und 
F—4iF,. also 


(A) u + Audi As (DB) pass + B\ Bi. . m; 
| (A) = Z+(Au—4Bu)(Ar— AB)... (An —AB,.). 


Dann werden die Coelfieienten A,. A, ... 4, die Wurzeln der Gleichung 
5.) (D=(B.(k-M)(»—A).. (4) =0. 

Bezeichnet ausserdem (1) die Determinante (A) für A=4,, so dass (A®) 

identisch verschwindet, und (7) die Unterdeterminante von (A®), welche 

dem Elemente A,,—4,B;,,; entspricht, so ist 


& Ay .Ap, 5 .A — A . h . . ’ k \ 
(6.) ik» fake +++. Y nk — (7) . (15) a (A) 


für ein beliebiges Sullix % aus der Reihe 1, 2, ... », und 





Ey _ 
RE (AD) (Du ’ 
7 
Wo 
8.) . = (ku) a— hr)... (ud) Ars Ar)... (An — Ar) 


Die transponirte Substitution 
(9 \ Ni — 0, H, + doH, ++ +J,H,, 
| IH, = Yarmıt Yaanat "+ Yarn 
translormirt die reciproken Functionen von (1.) und (2.). Bedeuten also («,, 
und (/,,) die Unterdeterminanten von (A) und (BD), so werden durch (9.) die 


Gleichungen 





REN A BmOÖO MH 
[ (ms Ms +.» N) (A) DH ETTT FT: 
1 


hm; a» tee N) un 75 Pa) ni H/’+ H}-+--+H; 


zu identischen. 


S. 2. 
Seien Fa, #2, ... %,,,) und F,(&, 5%... %,,,) zwei quadratische Formen 


der n+1 Variabeln w,. %. ... %,.1 


1.) F (m, %3... %41) = Za,U,U = (Au, Any: Anzınzı) (Un %25 --- Unrı) 


2.) Flut %n, ... %41) = Zb,1u,U = (bus Day - - - Ourı,arı) (5 %a5 --- Wuyı 


\ 
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so erhält man hieraus, wenn man 

(3.) u. =Y» WENY, --- a Ys ur FYya- Sf tr rprtT.Y 
setzt. quadratische Formen der » Variabeln yı, %2» -.. 4, 
(4) FlyısYr3 .-- Ya Y) = (Ars &24 +. Anzınzı) (Yıs Ya3 +: Ya 5 (fat aoypot try.) 
(5.) Fulyıs %25 -:- %n>Y) = (Dans Dis -- Durı.n- ı)(yı: Ya 9. Yans (EiıYıtkayıtt+r,y.)) 


Um auf diese die Transformation des $. 1 FFOIEREER ordne ich naecl 


den 9, 
f ' \ „\ 
er) Fe kA A Aurn  c i 
u): Ksts.. 9 = (Br B,) ER RER 
worin 
’£ As _— d;; > 05. 1 ı%, d, l 1.kW; + d, -1.n- U; I 
(6.) 
B;; mu b,. Sin b;. 1 ı mr b, +-1,% LT; 1 b, +-1,n- ıT, LI 
Dann ist unter derselben Bezeichnung, wie in $.1. 
(A) — Er Ahr: A 
die Determinante von F(yı, %»...Y.,y) in Bezug auf die » Variabeln y, 
Ya» -:- 9, genommen, und diese ist bis auf das Vorzeichen identisch mil 
ı di dı3 0 A dn+ı LT 
as, üb ‚Ta pe 2 | 
E | | 
r) As| | 
| dA. d,2 An Un +1 Ln| 
| | 
| d, +-1.1 d,- 1,2 . 4 d, +-1,n dd, +-1I,n--1 l | 
| | 
| X, X, 2. 1 0 
Statt diese Determinante aus (4.) abzuleiten, will ich zeigen. dass sie — (4 


oleicht. In der That. subtrahirt man die »+1', also die vorletzte Vertical- 
reihe mit x, multiplieirt von der ersten, mit x, multiplieirt von der zweiten 


ten 


u. s. f., endlich mit x, multiplieirt von der x" Verticalreihe, und verfähr! 
darauf mit den Horizontalreihen ebenso, so geht A unter Berücksichtigung 
von (6.), und wenn man OÖ, = 4a,,1,,—-4,:.1.,1%,; setzt, über in 


Au ss A 5 0 


A= A, or As C, 0 
Be ea A Ma ı > 
0 ke DIR 
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so dass, wie behauptet, die Gleichung besteht: 
8.) (A) = —A. 


7 


Eine analoge Gleichheit besteht zwischen den Unterdeterminanten von 
A) und A. Ist nämlich «, der Coeffieient von a, in A und («,) der von 


A. in (A), so ist 


’ 


- f Ra 
Mi == —(0,4)3 


denn wir können beide Unterdeterminanten durch Differentiation von A und 
A) respective nach a, und A, bilden. wenn wir die Differentiation nur auf 
die der Form nach gleichen Elemente beziehen, also «a, und a,, sowie A, 
und A, als von einander unabhängig ansehen. Dann liefert uns die Glei- 


Le) 


chune |8.) 


oA o( A) oA% OA oA od (A) 
m - ’ - \ 0 nn nn 1 J r _- Or 5) 
Od; oA Od Ol; Od 


) 


nF 
= (0). 

















O4; 
Haben BD, (DB), Pu, (Pa) dieselbe Bedeutung für F,(yı.»%2» :.:Y%.:%)- 
wie A, (A). %, (@,) für F(yıs Y2s --.%n, 9), so ist auch hier 
B)=-B, (B)= Bu; 
und ebenso können wir diese Resultate auf die Form F—4F, übertragen. 
denn es ist in doppelter Anordnung 


F Yı» ... Un» Y) — AF,(yı-  ) — (An—4B > An —ABn. ...)(Yıs %2 5 er 








(au— Abus an —Abirs -.-)(Yıs Y25 Ya t yıt+2,y)) 
Setzen wir also 
au Au Me Ad ln An Arazı —Abrarı c| 
Ar —Ma An An ..:. 0m Mn Grızı —Mnarı 2, 
rn | a a | | 
| IA — db Ar An ::: Am An Ganzı Maar In 
nr Ada yıı ra —Adarız An darin Onzınzı  Mdarıarı 1 
2, %, a L, 1 0 
10.) (A) = Z+(A,—ABı)(A2—ABa) ... (Au—ABu); 
so Ist 


(11.) A)=—A, (A,)=-Ax; 
wo A,. und (1,,) Unterdeterminanten von A und (A) sind. 
| Ich mache noch darauf aufmerksam, dass A als die receiproke Function 
von Fin. iz... %,:1)—AF, (9, %....%,,,) angesehen werden kann, in der die 
Variabeln durch x... ...,;, bezeichnet sind, aber &,,,=1 gesetzt ist. 





=} 
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Die reeiproken Functionen in Bezug auf die » Variabeln y,. y,. 
Yı» 9%: 


y„ von F(Yyı, Ya» 4,9) und F,(Yı, Ya» --- Yu, y), nämlich 
l 


RP" a > Ze 5 
(mo 925...) = Fans Ni Gl 4 &- 9) 5 ZPameNi 


lassen sich in Determinantenform direct durch die «a,;, b,; und x, darstellen: 


es ist für die erste 


4; A FRE. dı„ Un +1 dr il 
1 1 d,ı P ’ Gun (dl, 4-1 J 7 7 ı | 
(12 fm, n.) = -— I. 
\ iii DEE 
e a a A TE 
X, ee 1 0. 0ı 
ın inx 0 0 0 


denn man sieht unmittelbar, dass auch hier die Unterdeterminante «, von A 
den Coefficienten von 7,2, bildet. Mit Hülfe eines bekannten Determinanlen- 


de "IA 
satzes lässt sich dieser Ausdruck anders darstellen. Bedeutet « die Deter- 


Eu y \ * 1 . “ 
minante von F(w.%,...%,.,) und wird — or A als Function der x durch 


p(&» Cry... Euzı)s WO 2:1 = 1, bezeichnet, in der Weise, dass 


1 / 
u ZI a 7 vi A= 9,2, :- ur), 
so sind 
‚ \ d / / j 
Up \Lıy Day Dun, 1), —ap(Ms Mas... Nu, 0) und — Du 1m y zz) tt (Ru)} 


die Unterdeterminanten der Determinante in (12.). welche den letzten vier 
Nullen entsprechen. Die aus ihnen gebildete Determinante 


2 ; i ı \ zZ Iv . . 12 
a Ip (1, 2» Be Zr 1).p (nm, m» ... 20) -1 [n:% (rt Ta PL) 





re Ra 
wird daher = — — af (Mr My + n„). und somit ist 
ER ut } 1 1/ N 1 BEN; 
a 113) tn) + HN En) 
(ms Ms ---M)=P (Ms Ms :-- N 0) a rn a u 
*ı9y "29 In il 129 in» ) i . 
' PB, 0) 





a Ei; } a a a 5 f £ PERS 
n 0) _ MP) + N2-2PolP,) - NP (En) 
In» zn 


(N. 9% 2 = n Eee. f 
fol i19 7729 In) polM > 12% PokF,y Day +++ Ins 1) 


wo der Bezeichnung für A analog 
1 
b = Erbdube:. Burn —. B— Yu(Xı» Ir» ... Uns 4 


gesetzt ist. 








1) 
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Wenden wir jetzt die Transformation des $. 1 auf die Formen 
F(yı» Yo» ...9.,9) und Fy(yı> %2, ---%.,y) an, wie sie im vorigen Paragraphen 


betrachtet sind, so heissen die FERNE $. 1 (1.), (2.) jetzt 
1.) F (yı> 922-959) = hYıtkY? +" +4Y,, 
(2.)  FolYıs Ya3 ++: Yu> %) Hr R+er+ 


welehe durch die Substitution 


l 





(9.) Y: Lu Ya Yı+Ya Y,+ en r Yin Y n 
zu identischen werden; und die transponirte Substitution 
(4.) H, = Y 1 nit Ya 2 tra /R 
erfüllt die Gleichungen 
5) flnı ee... 
(od. \ " TEE ) — u u u ee u 
nz (19 '129 In, h. I h, ä u: 


6. fu (Ns Nas 7.) => Hi + Hr+ + H;. 
In den übrigen Formeln des $. 1 können wir nach den Entwickelungen 
des vorigen Paragraphen statt der (A), (B). (1) und deren Unterdeterminanten 
die A, DB, 1 und deren Uetelteukie aber mit entgegengesetzten Vor- 


zeichen nehmen. Demnach wird 








(k) r (k) 
Ay Ay — Ani — od > 
dt 7 
Die Proportion $. 1 (6.) kann ersetzt werden durch 
ar oA) oA oA) 
( Yır Yan! Ya = m: 1...1 
ie 3% / om, or, or,’ 


denn weil „/" = 0. so sind ihre Unterdeterminanten,. welche den Elementen 
aus zwei Horizontalreihen entsprechen, proportional, und die Unterdeterminanten 








\ oA®) oA» oA) 
der letzten Reihe sind 4— .„4— »... 4 —— folglich wird 
"os * 02, u; 2 
\ (k) (k) (k) oA) oA oA 
Ko} J A,, s A, ; “en 2 Ai, ne : 7. wu ei U 0 
Ä | or, or, OL 


wodurch sich die obige Proportion ergiebt. 

Die Gleichung 1=0, wenn A aus $. 2 (9.) genommen wird, be- 
sründet einen Zusammenhang zwischen zwei Systemen von je » Variabeln. 
Die Wurzeln 4,. #3,» ... 4, der Gleichung sind Functionen der &,, ©.,..., 


und umgekehrt können die « vermöge der Gleichungen 
9) MP Mu ER 
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wo A® immer die Determinante A für = 4, bezeichnet. als Functionen der 
. angesehen werden, und zwar als solche, die sich algebraisch darstellen 
lassen. da die Gleichungen (9.) nach den x aufgelöst werden können. wie 
in 8.5 ausgeführt wird. Es sollen jetzt aus diesen Gleichungen die Relationen 
zwischen den Differentialen der x und 4 aufgestellt werden, um nachher Dif- 
ferentialausdrücke dadurch zu transformiren. dass statt der x als neue Va- 


riabeln die 4 eingeführt werden. 
Da A von den A nur A, dagegen alle x enthält. folet durch totale 





Differentiation in Bezug auf alle diese Variabeln aus der Gleichung A = 0 
9419 84% u: 9A» 
— ——dı, = —— da, + —— daz ++ - dx,. 
Of OD, Or, OLn 


und diese Gleichung geht unter Berücksichtigung der Proportion (7.) über in 
549 


7, ah zen Y 1% dx, T Far dx, u Ynı dx,. 


10.) —0 


Der Factor eo, ist bestimmt durch 


oA% : N 


—— — 7 Ar R —— 
23 - 1003 ‘7 oA r) oA) ı 





OIh 
or, OXn 


oder wegen der Gleichungen vor (7.) 
Pr BI. 6 AN 9A 


Der zweite Factor hierin kann leicht durch 4, allein ausgedrückt werden. Be- 


h ) AV 
trachten wir wieder 4 —— als Unterdeterminanten von ', aber einmal als 


dem x, aus der Vertical- das anderemal dem aus der Horizontalreihe der x 
entsprechend, und bezeichnen durch Z/, die Unterdeterminante, welche dem 
letzten Diagonalgliede O0 in 4“ entspricht. so haben wir nach dem bereits 


angewandten Determinantensatze 





i ) k) I Ak) 
(k) of oA 
A,,: 4 —— Lz—:5. 
- OT} - OICh 
(k) 
Ar: N 
oA 0AD AL, ’ 


Or, On 
folglich wird 
1 1 


2 ur _— ee [} 
% = 7, 4b, 
Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft i. 2 
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IA i PNA 
Hierdurch und weil Be — Bl, ist, geht (10.) über in 
k 





| I. 
(11.) ıyB V-d. = YadaıtYader ++ Ynde,. 


Diese Gleichung, welche für k=1, 2, ... » die Relationen zwischen 
den Differentialen der x und der A giebt, wie sie aus den Gleichungen (9.) 
folgen, hat genau die Form der Substitution (4.), durch welche wir in (5.) 
und (6.) die Formen f(n,,7,...7,) und fu(Nı. 7»... 2,) transformirten; eine 
Eigenschaft, welche gestattet, eine Reihe von Differentialausdrücken erster 
Ordnung zweiten Grades der Variabeln x ohne Weiteres durch die A auszu- 


drücken. Da nämlich die Gleichung (11.) aus den Substitutionen (4.) hervor- 
geht, wenn 
j ‚I ’ 
12.) „nei, K=thiB \ L, - dA, 


gesetzt wird. so können wir sagen, dass die Substitutionen (4.), nachdem die 
Werthe (12.) eingesetzt sind, durch die Gleichungen (9.) identisch erfüllt 
werden. Dasselbe gilt von allen Gleichungen, welche Folgen der Substitution 
(4.) sind. da diese durch dieselben Werthsysteme befriedigt werden, welche 
der Substitution genügen. Dies giebt den Satz: 

Aus den Gleichungen (3.) und (6.), sowie aus allen übrigen, welche 
durch die Substitution (4.) zu identischen werden, entstehen durch Einführen 
der Werthe (12.) Differentialformeln, welche Folgen der Gleichungen 

7 ES er ZU ı Gr 
sind. 


Hierin haben B und A die in $. 2. angegebene Bedeutung; es ist 


B die Determinante von F,(yı> 92, ... Y.,y) und A, die von F(y,.» Y%:» :-: Yu: %) 


—AF,(Yı= Ya, ..-Y.,Y) in Rücksicht auf die » Variabeln yı. Y., ... 9, oder 
wir können B und 1” als die reciproken Functionen von F,(w,., %.... %,,,) 
und Fi»... %,.1)— Fl. %,...%,.,) betrachten, in denen die Variabeln 
durch &,. 3. ... %,:,, aber x,.,=1, bezeichnet sind. Ferner ist Z, die 
Determinante von Fu, %, ...%,:1)—- Fo (& , Ur... %,,,), also 

L; =+(a1— 4b) (da—A, b») es Mt lb, 41n 1) 
und 

I; (A: 4) \ ha- A) ... (Ar. —A,) (Ayyı — A) .. (Anh). 


Dieser Satz dient zur Transformation derjenigen Differentialausdrücke, 


welche aus den Formen f(n,. 7. ...7,) und fu (N, 97»... 7„) sowie aus den si- 





j} 
“ 
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multanen Covarianten dieser Formen hervorgehen, wenn in ihnen n, = dr 
gesetzt wird. 

Besonders hervorzuheben ist ein specieller Fall der Substitution (9. 
Wenn nämlich F,(yı- --- 9%,,9) = yıt+y+--+y, wird. so heisst die Glei- 
chung (2.) „++ "+9. = Yıi+Yr+--+Y,/, die Substitution (3.) wird also 
orthogonal und zeichnet sich vor der allgemeinen durch eine Reihe merk- 
würdiger Eigenschaften aus. welche sich auf unsere Substitution (9.) über- 
tragen. So fällt die Iransponirte Substitution mit der ursprünglichen zusammen. 
wenn wir die Variabeln in beiden mit demselben Buchstaben bezeichnen, da 


jetzt die Auflösungen der Substitution (3.) die Form (4.) annehmen. Setzen 


wir also y,=», und Y,=H,, so fällt die Gleichung (6.) mit (2.) zusammen. 
da auch fu (91 » 92, ...97,)= m +m++-+n, wird, während die Gleichune /1. 
ebenfalls Folge von (4.) wird. Da endlich noch die Determinante (B b 


von F, gleich 1 wird, so heisst unser Satz jetzt: 


Wenn die orthogonale Substitution 
13.) ,=Yy4wHh+YyaHh+--+y,.H., Hr =YumF+Yamt+4Yan 
die Gleichung 


\F N,» Na= NN) Ay Aa. A,: > l (19 N29 ++ Ans N T op N + ... T MR | n )° 


(14.): 
SE = uM?+2,.H?-+...+2 H? 


identisch erfüllt, so gehen aus ihr sowie aus allen übrigen durch (3.) iden- 


tischen (Gleichungen Differentialformeln hervor, wenn man 


(15.) „=de, H=1 V> di, 
setzt, und diese werden Folgen der Gleichungen 
AP = AP .. . AO, 

Hierin ist jetzt 
Ai Ar An A a4 7 
A| Anh, (by, Ar a1 U, 
| . 

16.) A) — | j . 

A,ı Ayo 0 0. Mae Anni T,| 

Ayyıt A; B.2 a: Men, Ü.; l,n A, -i.n-+1 I | 
2, 2, ra 1 0 








IN 
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Au—h, An A, An 

d;| Ay—h; d,, Ay a+ı 
(17.) EB Be 

'4@,ı 4,» ea 8, 

re Br Fa er: 


Es ist bemerkenswerth, dass /, hier nur vom »'" Grade in 4, ist. während 
es im Allgemeinen den Grad »+J1 erreicht. und dieser sinkt noch um eine 


weitere Einheit. wenn a, .,..ı=d. 


$. 4. 

Nachdem im vorigen Paragraphen Regein angegeben sind, um Dif- 
ferentialausdrücke dadurch zu transformiren. dass die w durch die 4 ersetzt 
werden, sollen jetzt einige Eigenschaften dieser Substitution = 0 angegeben 
werden. wobei es meistens genügen wird. an bekannte Sätze zu erinnern. 
Ich bezeichne hier Kürze halber die Functionen F(w,....%,.,) und 
F,(u,.%....%,;,) durch F und F,. 

Zunächst lässt die Gleichung A=0 für »=2, 3 eine einfache geo- 
metrische Deutung zu. Lassen wir für „=? die Variabeln «,, «,. «, Linien- 
coordinaten bedeuten, so repräsentlirt die Gleichung F—4AF,=0 mit der will- 
kürlichen Grösse A alle Kegelschnitte, welche von den vier gemeinschaftlichen 
Tangenten der beiden Kegelschnitte F=0, F,=0 berührt werden. Die 
reciproke Function von F—4F, ist A, unsere Gleichung 1=0 drückt also 
dasselbe System in Punkteoordinaten aus und zwar in Cartesischen, weil z,—1 
vesetzt ist. Legen wir den x die Coordinaten eines festen Punktes bei, so 
liefert 2 = 0 zwei Werthe für A, welche die beiden Kegelschnitte des Systems 
bestimmen. die durch den angenommenen Punkt gehen. 

Während also die x den Punkt in recht- oder schiefwinkligen Coor- 
dinaten angeben. bestimmen die 4 denselben als Durchschnitt zweier Kegel- 


schnitte. welche vier feste Grade berühren. Das analoge gilt für » = 


im Raume. 
Diese Bestimmung der x durch die A ist im Allgemeinen eine voll- 


kommen bestimmie. doch müssen gewisse Grenzfälle ausgeschlossen werden. 


Damit nämlich alle x durch die 4 ersetzt werden können, ist einentheils nöthig. 
dass die Gleichung -7=0 von keiner der Variabeln x unabhängig wird, 
anderntheils. dass dieselbe für keine ihrer Wurzeln A,. 4,. ... 4, einen von 
den x unabhängigen Werth g giebt. Die Bedingungen, unter denen dies ein- 
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tritt, lassen sich als permanente Eigenschaften der Functionen F und F, durch 
das Verhalten der Determinante L von F—AF, ausdrücken. 

Die Unterdeterminanten von ZL sind die Coefficienten der x in A. 
Diese Grösse wird daher nur dann von x, unabhängig, wenn alle ersten Unter- 
determinanten, welche den Elementen der ö“" Horizontal- oder Verticalreihe 
in ZL entsprechen, identisch verschwinden, wodurch auch L=0 wird. Ferner 
kann ./ nur dann einen von den x unabhängigen Factor (A—g) haben, wenn 
alle Coeflicienten der x in A, also alle Unterdeterminanten von L durch diesen 
Factor theilbar sind, in welchem Fall Z mindestens zweimal durch (4 —g 
theilbar ist. Geometrisch wird hierdurch bedingt. dass die beiden CGurven 
oder Oberflächen F=0 und F,=0 einen Contact höherer Ordnune oder in 
zwei Punkten einen einfachen Contact haben; letzteres, wenn J, den Factor 
(A—g) nur zweimal enthält *). 

Der Gleichung 4 —=0 kommen eine Reihe weiterer Eigenschaften zu. 
welche durch die Determinantenform von / bedingt werden. Gleichungen wie 
Pu Mn = : +» Brake: ; 

| 





| 
|prı — Ag, Bere SR" 
sind vielfach untersucht, in dieser allgemeinen Form, wo jedes Element die 
Grössen A enthält, von Herrn Hermite (Comptes rendus 1855). von Herrn 
Clebsch (Bd. 62, p. 232 dieses Journals), sowie von Herrn Weierstrass (Be- 
richte der Berl. Ak. 1858). dessen Resultate Herr Christoffel (Bd. 63, p. 255 
dieses Journals) erweitert und namentlich auf den Fall auseedehnt hat. wo 
die p,;, Q,, Functionen einer oder mehrerer Variabeln sind. 
Unsere Gleichung /=0 hat diese Form für beide der in $. 2 durch 
(A) und 1 unterschiedenen Darstellungen und ist ausserdem symmetrisch. 
Aus beiden Formen können wir Folgerungen für die Realität der Wurzeln 
his Aay ... A, ziehen, doch mag es hier genügen in Betreff der Form (4 
$.2 (10.). wo p,,, 9,, durch die A,,, B,, ersetzt werden, welche Functionen 
der x sind. auf die zuletzt ceitirte Abhandlung zu verweisen. um hier noch 
einige Worte über die andere Darstellung hinzuzufügen. In A $.2 (9.) ist 
r=n-+2 und in der letzten Horizontal- und Verticalreihe g,,..=0. p,.„»=«,. 





*) Vergl. Sylvester, Phil. Mag. 1551, l., p. 119, wo die verschiedenen Arten der 
Berührungen zweier Gebilde zweiter Ordnung aus dem Verhalten der Determinante L 
abgeleitet werden, wenn die Gleichungen derselben in Punktcoordinaten gegeben sind. 








Ze 
nn en 


ur 
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während die x in den anderen Elementen nicht vorkommen. Dann hängt. 
vorausgeseizt. dass die a,,;, und x reell sind, die Realität der Wurzeln 4,, 


x 


;a2... 4, allein von den 5b,, ab und die Bedingungen dafür, dass sämmtliche 
Wurzeln von /=0 reell werden, ist dieselbe unter der die Wurzeln der 
Gleichung L=0 alle reell sind: Es müssen die b,, so beschaffen sein, dass 
Zb,;u,u; = F,(u,.%....%,,,) immer dasselbe Zeichen behält, wenn man die 
» alle reellen Werthe durchlaufen lässt. Nach den Sätzen der Herren 
Weierstrass und Christoffel hat nun eine Gleichung L=0 unter denselben 
Bedingungen, unter denen ihre sämmtlichen Wurzeln reell sind. die Eigenschaft, 
dass dieselbe nur dann r gleiche Wurzeln y hat, wenn alle ersten Unier- 
determinanten von L durch (A—g)'”" theilbar sind, und umgekehrt. Damit 
also die oben ausgeschlossenen Grenzfälle,. für welche unsere Substitution un- 
zulässig wird. nicht eintreten. ist jetzt erforderlich und ausreichend, dass 
sämmtliche Linearfactoren von Z unter einander und von Null verschieden sind. 
In dem im vorigen Paragraphen hervorgehobenen Fall, wo 
F, = wtw-+. +u, 
also immer positiv ist. wird für »a=2,3 das durch F—-4F,= 0 repräsentirte 
System von Kegelschnitten oder Oberflächen zweiter Ordnung ein confocales 
und die 4 werden daher die von Jacobi unter dem Namen der“ elliplischen 
Coordinaten in die Analysis eingeführten Functionen der x. Die Gleichung 
A=0 giebt. wenn A die Form $. 3 (16.) erhält, den allgemeinsten Zu- 
sammenhang zwischen rechtwinkligen und elliptischen Coordinaten, wobei es 
gleichgültig ist, ob das System confocaler Gebilde einen Mittelpunkt hat oder 
nicht. indem parabolische Formen von F=0 und somit des ganzen Systems 
dadurch bedingt werden, dass a,,ı.;ı=0. Wenn a,,,,.;. nicht verschwindet, 
können wir diese Grösse = —1 setzen und F durch orthogonale Substitution 


so transformiren, dass unsere Gleichung =0 übergeht in 





2 x’ | a2? 
A.) BE rge E 
0, — d a. Aun—ı 


welche Jacobi zur Einführung der elliptischen Coordinaten gebraucht. 

Die Jacobischen Transformationsformeln für die Einführung der ellip- 
tischen Coordinaten sind in ihrer Vollständigkeit in dem gegenwärtig in Druck 
befindlichen Hefte seiner Vorlesungen über Mechanik enthalten, von welchen 
ich den hierauf bezüglichen Theil habe einsehen dürfen; seine erste Bekannt- 
machung über diese Substitution aber findet sich in seiner Note über die geodätische 
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Linie auf dem dreiaxigen Ellipsoid. (Berichte d. Berl. Ak. April 1839 und 
Bd. 19. p. 309 dieses Journals.) 


Der Vollständigkeit halber gebe ich hier noch die Auflösung der Sub- 
stitulion 
AP’ =-0, AP=0, ... A9!=0, 
nach den Variablen #,, &;, ... x. 
Da die 4,, 42, ... 4, die Wurzeln der Gleichung = 0 sind, besteht 


die in A identische Gleichung 





Kur —Abıı re d,,. 1 . -Ab,.. {1 X, 
| 
z BA, KA)... (A —A 
In +1 | d, } ib, 1.1 oe di, EWOM u Ab, In i L, +1 
24 1 0 
. T, . . . . ö : 
inder — =r; ist. Die Determinante links soll jetzt durch A{A). und 
In l 


ebenso die früher durch ZL bezeichnete Determinante / durch ZL(A) bezeichnet 


werden, so dass, wenn > 92» - ++ 9,1 die Wurzeln von L=0 sind. 


L() = bey —A)p—A) ... (oA 
Nun wird bekanntlich -/(1) ein vollständiges Quadrat in Bezug auf die 


x', sobald die Determinante L(A) verschwindet, also allemal, wenn wir für 


, einen der Werthe g,, 9:> --. 9,1 Setzen, und zwar ist .1(g,) das Quadrat 


des Ausdrucks 


&yYLu(lg)+ayla(lg)t+ tm ylarıa(g: 


worin L,.(g;) den Coefflicienten von a,.—g;b,, in L(g,) bedeutet, wie man auch 


unter Beachtung der Relation yZL,.(g,).L...(g,) = L..(g;) direct durch Quadriren 


verificiren kann. 
Durch Einsetzen des Werthes g, statt A in die obige Identität entsteht daher 


zu yLu(g)taYlalg)t tr Yan) = Var) (Gh, 

woraus für i=1,2,... a+1 zur Bestimmung der x’ ein System »-+1 li- 
nearer Gleichungen hervorgeht. Allerdings ist die linke Seite dieser Glei- 
chung der rechten nur proportional, doch können wir den fortgelassenen 
Factor als mit den x’ zusammengezogen denken, da wir schliesslich nur die 


r . . T; 
Verhältnisse — — brauchen. 
Lu +1 








En en 


1) 





16 Henrici, Transformation von Differentialausdrücken. 


Besonders einfach wird diese Lösung. wenn ZL(}) schon in lineare 
Factoren zerfällt. wenn also z. B. in ihr alle Elemente mit Ausnahme der in 


der Hauptdiagonale verschwinden, da dann auch alle Z,.(g,) mit Ausnahme 


von ZL,(g;) verschwinden, es wird 











Ag) 
= VE) 1; (9;) 
wo jetzt 
L.(9;) ‚an (9: g )(G— . .(g, 1) (5 — 941) BR (—9n41)> 
folglich 
RR ” - y— 2 (gi, Gr An)Inrı-gd-- Int) 
Ta+l (In+ı— 1 )In4ı- 1,).. Ka An) 9, )+: .(G— Gi ı)(- -Ii+1)» (Gi ur. 


Hat insbesondere die Gleichung 1=0 die Form $. 4. (1.) 








8 RE... ONE WERNE RE, ER 0, 


a, —4 Ann —A 
so wird 
LA) _— (aA —)).. A uan —ı), 

ist also nur vom Grade n, so A Iurı BR gross geworden ist, wäh- 
rend 9,=a, wird. Dies hat zur Folge, dass in dem Ausdruck für x, die 
Factoren, welche g,,, enthalten, sich heben und 

a "an —— (@— Ya —A,)...(au— An) 

(Ai - - 0, )(— 0.) (Ka) rt) (a A 


wird, was mit der Auflösung, welche Jacobi in seinen rare über Me- 








chanik giebt, übereinstimmt. 


$. 6. 

Nach den Gesetzen, welche für die Bildung simultaner Covarianten 
aufgestellt sind, kann man aus den Gleichungen $. 3. (5.) (6.) eine unbe- 
grenzte Zahl neuer Gleichungen herleiten, welche alle hi die Substitution 
$. 3. (4.) erfüllt werden, und welche daher eine Quelle neuer, durch unsere 
Substitution A= 0 identischer Differentialformeln sind. Ich betrachte hier nur 


diejenigen, deren rechte Seiten die Form 
A)H+x()H’+-+2()H, 
haben, wo y(A) irgend eine rationale Function von A bezeichnet. Sie lassen 


sich alle aus denjenigen Formen zusammensetzen, in welchen x(A) = 4” für 
ein ganzes positives oder negatives m, und zu diesen gelangt man unter 
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andern auf dem von Herrn Hesse in seiner analytischen Geometrie des Raumes 
(p. 196) angegebenen Wege. 

Ich gehe auf diese Formen für den Fall näher ein, wo ,= +++, 
ist. Da jetzt die Substitution $. 3. (4.) orthogonal wird und in die unter $. 3. 


(13.) übergeht, haben wir die Gleichungen 


1.) Fns ns...) -mıtmt++m>= Hi+ Hi+--+H;, 
(2.) Fin Bis MR) = ZAHN: = U Ä+.H + +2. 4} 
welehe dureh die Substitution 
g In = Yaühı+ Ya: Yv„H 
PER H Yalnıt Yanı Fu 


zu identischen werden. 

Um aus (1.) und (2.) neue Gleichungen zu bilden. welche Folgen 
der Substitution (3.) sind, differentiire man (1.). (2.) oder irgend eine andere 
durch (3.) identische Gleichung total in Bezug auf alle », und H,, und setze 
statt der Ineremente die partiellen Differentialquotienten von F(n. N»... 7.. 7, 
und 27,17! nach denselben Variabeln. also 

ıF'n,) statt dn,, und 4,H, statt dH,. 
Dass die so gebildeten Gleichungen wirklich durch (3.) erfüllt werden. folgt 
daraus, dass dieser Substitution sowohl genügt wird. wenn man dr, stalt », 
und dH, statt H, setzt, wie die totale Differentialion von (3.) zeiel. als auch. 
wenn man 4F(n,) statt »,, und 2,H, statt H, setzt, wie die partielle Diffe- 
rentialion von (2.) nach H, lehrt, wenn man die 7, vermöge (3.) als Functio- 
nen von JH, betrachtet. 

ich bezeichne die angegebene Operation durch d und m mal wieder- 
holt durch d,,, ferner die auf diese Weise aus F,(n,. 7%.» ...7,.7) gebildeten 
Functionen durch F, mit dem Coeffieienten AU’, so dass 


? Pr . Sr’ A(m) 
Ö F\, ren F g =zAN N.Nı> 


indem der Grad der Formen in Bezug auf die Variabeln »; nicht geänder! 
wird. wohl aber die Ordnung der Coefflieienten in Bezug auf die A,,, und 
zwar steigt diese bei jeder Ausführung der Operation d um eine Einheit. 
weil an die Stelle der Incremente, die von der nullten. die Dilferential- 
quotienten 4 F'(n,) treten, welche von der ersten Ordnung in den A,, sind. 
Es werden daher die AU von der m'” Ordnung in den A,, und folglich von 
der 2m" in den &,. 2. ... x, sein. und zunächst stimmt dF,—= F, mit der 
Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft I 3 











Fe 


iR FE 
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gegebenen Function F, überein, so dass auch AU) = A,; ist. während für F, 


BEE N 
ee 


A; =0, A), —=1 genommen werden muss. 

Für die transformirten Formen ist die Operation d leicht ausgeführt. 
man erhält 

O=SH} = 31H, 22H =034,H;= &uH}, u Ss. w., 
= ZH; = 2, 
wo die Summen über die Werthe 1. 2, ... » für % auszudehnen sind. Es 
wird also durch die lineare Substilulion (9.) auch die Gleichung 
F, (m, 92,97) > MIh+WH + +22 H; 

identisch erfüllt. 

Jacobi giebt für die Bildung der Coeflicienten A’ (dieses Journal 


Bd. 12. p. 20.) die Regel: Setzt man 





und drückt diese symbolische Function der 4 durch die A,, aus, so wird 


)D Rs 
m) — cl cl 
u 


2 Alm) _ 
2A — 
Die suecessive Bildune dieser Coeffieienten. wie sie aus der Anwendune der 








0A, oA,; 


Operation 0 folgt, führt dagegen auf diejenigen Formeln, welche das Multi- 
plicationstheorem für die Elemente der Potenzen von Determinanten giebt. 
Wird nämlich aus den A{7’ die Determinante A’ von F,, gebildet 
(m) b; (m) (in) (m) 
A =- +; E A.» . . A, D 
besteht zwischen diesen und der EEE A von F die Relation 
FE A”, 


und diese beiden Determinanten sind, wenn man A” nach dem Multiplications- 


A) 


Iheorem entwickelt, von Glied zu Glied identisch. Die Rechtfertigung dieser 
Behauptung ist leicht. Setzt man für die nach dem Multiplicationstheorem 
entwickelte Determinante A”: 
= 2 
) hal man zur successiven Bildung der ar wegen der Identität A’ = A. A 
. Formel 
0) 


"ar 


(r—1) 
— =. Ar A 5x . 
Führt man andererseits die Operation d an F,_, = 2. A, N aus, so wird 


\ „ u =] (r—1) > ee — - f a7} ' AT] _ 
IF,_ı = 022 Ar NM - - mat m) +4 (m)}- 


’ 





sh 
a * 9 


Er 


Sup 
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Hierin ist der Coefficient von 7,7; 


 s(r—1) (r—1) £ = 4(r—1) 
2A, Aura Au BEA: Au; 
k 2 
. . x . . (r) Bi r 
weil beide Summen links dieselbe Bedeutung haben und A,, = A,;,, ist. Nun 


. ‚yı Y P) nn © > . ” . ‘ 4A(r) 
ist aber ÖF,_,=F. und der Coefficient von 7,7, in F. ist 2A), also 


(’) x (r—1) 
A,; Ba _ A,; A;% . 


r“ . Bon . . (r) « " 
Wir haben somit für die Bildung der A,; dasselbe Gesetz „efunden. 

h r (v) a 
wie oben für die W,;. woraus in Verbindung mit der Bemerkung, dass 


A — A = A, ist. die behauptele Identität 


ri Y. #1. er 
(r) (r) 
AN = U, 


2 

folet. 
Dieses Bildungsgeselz zeigt auch. dass die A,; dieselben Grössen 
sind. welche Herr Borchardt *) unter der Bezeichnung a,; benutzt. um die 
Disceriminante und die übrigen Ausdrücke. von deren Zeichen die Realität 


der Wurzeln der Gleichung 


Sowie do . . . (dl ,„ 

Kr " ey u °“ RK 0 
1 * [2 * * [2 . [2 * . | 

| | 

Ad, A,» ee 


abhängt, in die Summe von Quadraten zu zerlegen. Diese Form ist genau 
dieselbe, welche unsere Gleichung (A)=0 in dem jetzt vorliegenden Fall 


> 


annimmt, wo F,(ı.%,... Wa) u tat tu. 


Nehmen wir statt der Gleichung (2.) die aus den reeiproken Functionen 


beider Seiten gebildete 
i ER 


f [ ! I — ze an: _ - — es A ———— 
fin» N2» a N.) FT A —_ (Li N,.N} ca ) 2 | T ) 





. 


2 


so erhalten wir aus ihr nach dem obigen EN die Gleichung 


1 T° H; H? 
Bi Fr mn S„.(m) +» a ee 
fa (N > Ma» en Mn) ang Ar — (yi N, „Mi a Am a am | | m ’ 
A" 'n 


wo die = ebenso aus den «,; gebildet sind, wie die A(7’ aus den A,,. Da 


aber 2 





die reciproke Function von IA H/ ist, so wird auch f, (N, 972»... 7.) 





*) Bd. 30 dieses Journals und Bd. 12 des Liouvilleschen Journals. 
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die reeiproke Funelion von F,(n1, 72, ...27„) sein, d. h. es ist «{}’ der Coef- 


4") — 4 ee Er ; A 


ficient von A@) in der Determinanlte Er 

Es hält nach diesem nicht schwer, auch diejenigen Functionen der 7 
zu bilden, welche in &%(4,)H; transformirt werden, wenn z(4) irgend eine 
rationale Function von 4 ist. Für (A) = 4" haben wir nach dem Vorigen: 


Soll die lineare Substitution (3.),. welche die Gleichungen (1.). (2.) 


identisch erfüllt, auch die Gleichungen 


4.) Fo (ns. m) = ZA nn=u Hr BH+-+ir HB, 
(5.) fm (Ns 925 +» Nm) = Ag" m = u" Hr +5" DH +. -+4,”H; 


zu Identitäten machen. so müssen die Grössen A’ die durch Entwicklung 
der Determinante 
m Er m (m) (m) (m) 
A ar [+ AıAz- id 1 ne; +: 4,1 As, . > 


bestimmten Werthe haben, während 





(m) 
4' —n) ER @,) 
ER Sc qm 
d 


ist. wo die «{%’ die Unterdeterminanten von A) bedeuten, oder man be- 
stimmt die «% aus der Entwicklung 


rn ' ee (m) (m) 
Et... are in A: 


Wenn man in (4.) für m die Zahlen O0, 1. 2,... m setzt, die so er- 


haltenen Gleichungen mit Constanten k,, A,_1, - - - A, 4, multiplieirt und alle 
addirt, ferner mit der Gleichung (5.) ebenso verfährt, so erhält man: 


Soll die Substitution (3.) auch die Gleichungen 


6.) Z0,7,m = 2(h)Hr +X(h)Hr +--+x(1,)H,, 
1 Y 1 ) : 1 > 
-)HR+2(—)B?+-+x(7-)B} 
A, r A, i An 


4 





N‘ > ne 
(t.) =zDuan.m = x( 


\ 


erfüllen, wenn 











. 28 „m—l L 0 ® 
Ai (A) = = hu; # () 1" 1 1” ++ h._idh-+ 
so muss 
a; 
Y b (!) 
C a kA; Da= Pr > Eu I 


e (0) (0) 
sein. WO A, = = A. ai Be 
Multiplieirt man die Gleichung (1.) mit einer constanten Grösse e und 
subtrahirt sie von (2.),. so erhält man die durch (3.) identische Gleichung 


8.) = (Ay—eB.) MM 2 („OH -+(h—e)H’+.-+(4,—e) H,. 


eo 





1. ae 
eg Sa Tee 
ee 
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in der B.=1, B,= Dieselbe geht aus (2.) hervor, wenn wir dort 
(9.) A 


verändern. Diese Vertauschungen dürfen wir auch in allen andern durch (3. 


„in A,-e und 4, in A—e 


identischen Gleichungen vornehmen, weil die Substitution (3.) sich nicht ändert. 
wenn (8.) an die Stelle von (2.) 
Durch diese Veränderungen 


gesetzt wird. 
9.) geht die Determinanle A über in 











Mu €E dp» a ar Mh Uni T, 

Au-e A. ie er | a, Un—E ... Gh, in C.| 
Mohr Anme An |__ 
| | | d,ı Ad,» . ur cr 
A, 1. 1, En Anıı2 Guss ns aa u 

E72 T) =, | 0 


welche aus —.4 hervorgeht, wenn man 4 = selzt. Die Grössen «,, werden 


zu den Unterdeterminanten —A,,(e) von —A(e). und somit heisst die aus den 


reciproken Functionen beider Seiten von (8.) gebildete Gleichung 





Gr Aale Bi er H+ — tt HR, 
welche immer noch Folge der Substitution (3.) ist. 
Legen wir hierin den &e verschiedene Werthe &. &., ... &, bei. mul- 
tipliciren diese mit Constanten %,, h,, ... h, und addiren alle. so entsteht 


eine neue Gleichung, in der der Coefficient von H,; aus einer Summe von 

r h - . j .. . nd 

lermen er besteht. also einem rationalen Bruch der Grösse 4, gleicht. 
ko E&, 


Dies giebt den Satz: 


Soll durch die lineare Substitution (3.) auch die Gleichung 








s ‘ BERN 0: w(A,) 
(10.) SCMNi er — x H,+ : ar Zu er 1%; H, 
X #,) X 4) X Fun 


erfüllt werden, wenn w(4) und z(A) ganze Functionen sind. letztere von 
höherem Grade wie erstere. und in Partialbrüche zerlegt 


vw) mm 





ıN) ads 
ist. so muss, vorausgesetzt alle & seien verschieden. 


a ud €) 


. Es A 7 





sein. 


| 








en 


x Er 


En ERST + 
sera e-- : 
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Wird 4x(A)=0 durch r gleiche Wurzeln & befriedigt, so kommt in 





> na ) 
der Zerlegung von me in Partialbrüche die Reihe 
k, h, k, x k, 


tan ee tan 


=” 


vor. Wendet man nun die Vertauschung (9.) auf (7.) an, so entsteht eine 





(Gleichung in der der Coeflicient von #, diese Form ud u hat und dies 
ist in die obige Entwickelung einzuführen. | 

. x ö w(A) 

Ist endlich der Grad von ı höher als der von z%, so kann man 70) 


entweder in eine ganze und eine gebrochene Function zerlegen. deren Nenner 
von höherem Grade ist als der Zähler. und für diese die entsprechenden 
Formen bilden, oder man nimmi zuerst die reeiproken Functionen, in denen dann 


der Coeffiecient von H, gleich . wird. und kehrt von diesen zu den ur- 
sprünglichen zurück. Ebenso enthält auch die Gleichung (10.) für den Fall. 
dass w(A)—=1 wird, die receiproke Function von (6.). wenn 7(4) in beiden 
Gleichungen dieselbe Bedeutung hat. 

Die hier entwickelten Formeln lassen sich in derselben Weise für den 
Fall bilden. wo F,(@,., 2%. ...%,,,) wie in $. 2 eine beliebige quadratische 
Form bedeutet, nur werden dann die Coeffieienten der Functionen F,, (mn. 772, ... 7.) 


und fr 92%... 27„) eomplicirter. 


$. 7. 
Setzen wir die Werthe $. 3 (15.) in die Gleichung (14.) desselben 
Paragraphen sowie in die Gleichung 
lt + = Hi+H+ + H: 


ein. so erhalten wir die Differentialformeln 














F(d.r,, day, ... de,, -(zde, +2,do; +. +, d,)) 
hl, R, en Be 
= gr? jean} Be .._? 
\ ® \ | r 
| de) -+de; Pre dx, 
rt ) ..) 
ee Fa Ss, Beyer TarT- Tu di n\ - 


welche Folgen der Gleichungen 
RR.) M=-0 9=0, ... A290 
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sind. wenn 4 die Form $. 3 (16.) hat. Ebenso entsteht aus der Gleichune 


$. 6 (4.) 


In J 


F. (ms N... m) = CH -+RER HR ++ H, 
die Differentialformel 
z \ \ v „n j N ” y ) 
‚Y\ Bj s en N ı 9 2 2 2 2 nn 
(8.) F.(dsı,da;,...de,) = —1 dh u di5-+ n di.i» 


oültig für jedes ganze m. 
Es sollen jetzt die folgenden »—1 simultanen Differentialeleichungen 


integrirt werden: 


da; + day ++ +dae} = 0, 
\rtanı. Ar ade) = 
rn (da,,da,...de,) =.0, 


(4.) u 
Pr, (0. dr.) a 


F,_.(dz,, da;,... dx,) 0. 


welche sämmtlich von der ersten Ordnung aber vom zweiten Grade sind und 
worin ganze Funclionen der x die Coeffieienten der Differentiale bilden. 
2 a SU 


Transformiren wir diese Gleichunsen mittelst der Substitution (2. 


sehen sie nach (1.) und (3.) in das System 





- v l; -) R) A; I, ) x hi ı 5 
(3.) 3 =0 ZI =0 ... BI =0 
5 / L: h L; A L; 
über, wo die Summen über die Zahlen 1, 2. ... » für % auszudehnen sind. 


und dieses lässt sich sowohl in transcendenter, wie in algebraischer Form 
integriren, wenn man den von Jacobi im 24°" Bande dieses Journals zum 
Beweise des Abelschen Theorems angewandten Weg einschlägt. Man führe 


zu dem Ende eine neue Variabele # ein mittelst der Gleichun® 
(4.) AF,_.(da,,da.,...da,) = (-1)’df. 


n l \ 


welche durch die Substitution (2.) wegen (3.) in 








ng ’. 
‚nn S v k k ww. / \n— > 
6.) 2 ——d, = (1) 
übergeht, und erinnere sich, dass der Ausdruck 
ı k n k 
un [7% 7% 
ei u; are Fr, Tann ur, 73 RE 
k 5 k—1 (A — k) (A, — le)... (Ar — Ar) (Ay. er Ar)... ( In — Ar 


identisch verschwindet. so lange i<»—1. dagegen = (—1)”"' wird, wenn 














m 


N 
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;—=n—1. In Folge dessen werden unsere Differentialgleichungen befriedigt. 


wenn man 


wi \ di k \ V L k 
| s u Früaae  W nn a 
r dt ! k 


j di, r ; 
selzt. Diese Werthe von = genügen aber auch den Gleichungen 





r a —?2 ı3 n—I 
da: ). dA. e" ir dA: I, d}, 
zdı _g zumıh_ og... zu a_o zu M_ yg 
u; V L; j hr VL; hi V I 48 ö hi 1 E k d 


sobald den Wurzelgrössen dieselben Vorzeichen, wie in (7.) gegeben werden. 


so dass sie die Gleichungen (5.) und (6.) ersetzen. Da die Variabeln sepa- 


rirt sind, findet man aus ihnen durch Integration 


z [ di. f di, | Ef dA, 
7 — y ge ı £ ua 5 m. 8 
« V L, ® 1% L, } 4 f 











a 4 A,dh, f  _ / ).dh, 
Pe ee U ae PER e. 
1) L, u, V L, € y & 
= . . . . . . . . . . . . 5 . . . 
r [ a . f dA, [ 2, 
a gr > wu: u? Ale mare ui 3 Me : 
' r yL, e y L, [By } L n 
‚an—lI „an—1 y7 san—I 5 
en / hr dA. / 2 dA, | | / A 
ö yL, jr VL, VL. 


als vollständige Integrale von (5.) und (6.) oder (4.) und (4’.) mit den » 
willkürlichen Constanten 3%,» Pi» »-- Pu. 7, während die ersten »—1 Glei- 
chungen die Integrale von (5.) oder (4.) geben. 

Die unter dem Wurzelzeichen in (8.) auftretende Grösse 7, ist eine 
oanze Function von 4, vom Grade », deren Linearfactoren in dem hier be- 
trachteten Fall nach $. 4. alle reell und verschieden sind. Die Gleichungen 
S.) enthalten daher Abelsche Integrale erster und zweiter Gatlung, und zwar 
die ersten vr—1 Gleichungen solche erster Gattung, wenn »—=?2rv-+?2 oder 

2r +1. 
Um die algebraischen Integrale zu finden. hat man genau das Jacobi- 
sche Verfahren anzuwenden, indem man von dem System (7.) ausgeht. ich 
führe daher nur das Resultat an. Setzt man wie in $. 5 














L, = (-h)(e— kr)... (nA) 
und 
Ag) = VG MG)... (An): 

so wird 

2 yL | YL vl. 

0) 1(q)) Ace RERER 9 2 ET n ER - 

J, - Si, 7 u N ; ir te en onst. 

| (— A) (G—A,)T, x (g— An) In \ 
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. woraus wir die vollständieen Inteerale be- 


ein Integral der Gleichungen 5. 
der » Wurzeln von L= 0 nehmen 


kommen. wenn wir für g, irgend » 1 
Hierin sind die 4 mittelst der Gleichungen 2.) wieder dureh die .r zu er- 
setzen. um die Integrale des vorgelegten Systems 4.) zu erhalten. und diese 


Operation ist ausführbar. weil die Integeraleleichune .9., in Bezue auf / 
hy. ... 4, symmetrisch ist. 
in 


Da die Vorzeichen in 7.) eanz willkürlich sind. dürfen wir auch 


den Gleichungen (8.) und 9.) die Vorzeichen der Quadratwurzeln »eanz will- 
kürlieh wählen. So erhalten wir aus den »—1 Gleiehunsen 9... indem wir 


alle Zeieheneombinalionen bilden. 2” Gleichungensvsteme von je »—1 Glei- 


chunseen. Denken wir uns andererseits die Gleichunsen 5. nach den »— 1 
Verhältnissen der di aufselöst. so erhalten wir auch für diese 2 solehe 


Werthsysteme, da alle Gleichungen vom zweiten Grade sind. Die gefundenen 


Inteeraleleichungen 9.) und ebenso die Iransceendenten 8. »eben daher die 


vollständige Lösung der vorgelerlten Dilferentialeleichuneen 
Ganz in derselben Weise wie hier kann man verfahren. wenn slali 
des Systems 4.) irgend »—1 andere Differentialgleichungen vorgelegen hätten. 
sobald dieselben vor Einführung der Werthe $. 3 15.) in der transformirten 
Form aus 
4X C)Äh + X) Hr+--+4,x4(4,)H; 


hervorgehen. wenn für ? irgend »—1 auf einanderfolgende Zahlen gesetz! 


werden. immer wird man wie oben die vollständieen Inteerale in transcen- 


denter Form finden können. indem nur die Gleichunsen 7.) andere Gestalt 


annehmen 


Kiel. April 1969. 
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Beiträre zur Theorie der Varıation der einfachen 
Integrale. 
(Von Herrn R. Lipschitz zu Bonn.) 


ER Jacobi in der Theorie der Variation der einfachen eine ah- 
häneive Variable enthaltenden Integrale einen Weg veschaffen hat. auf welchem. 
sobald die Bedineune für das Verschwinden der ersten Variation erfüllt ist. 


die Criterien für das aleebraische Vorzeichen der zweiten Variationen eefunden 


werden können *). ist das Streben verschiedener Mathematiker dahin eerichte! 


sewesen. die von Jacobi ohne Beweis aufgestellten Prineipien zu begründen. 
vollständig durchzuführen. und auf allgemeinere Fragen der Variationsrechnung 


auszudehnen. Beweise jener Prineipien haben die Herren Delaunay, Heine, Min- 


ding und andere *", geliefert. Herr Spitzer richtete sein Augenmerk auf die 
definitive Gestalt. in welehe die zweite Variation des betreffenden Inteerals durch 
die suecessiven Jacobiscehen Transformationen übergeht ***). Die Schwierie- 


keit. welche hier noch zu lösen blieb. bestand darin. aus den bekannten Par- 
ticularlösuneen einer gewissen linearen Differentialgleichung ein specielles 
System von Lösungen zu bilden, das jenem Zweck der Umformung entspricht, 
und Herr Spitzer suchte die Bedingungen. denen dies specielle System ge- 
nücen muss, auf das Sorefältioeste zu erforschen. Tiefer noch drang Herr 


Natur dieser Bedineuneen ein. und stellte dieselben zuerst all- 


Hesse in die 
oemein als eine recurrirende Folge von Gleichungen dar --). Herr Clebsch 


unterwarf die Variation der einfachen Inteerale. in denen mehrere abhäneiee 


Variable vorkommen, einer Untersuchung. und erlangte die zur Entscheidung 
des Maximums oder Minimums geeignete Transformation ihrer zweiten Va- 
rialion =. Diese Transformation setzt wieder voraus. dass aus den bekannten 
Partieularlösungen eines gewissen Systems von linearen Differentialgleichungen 


ein besonderes System von Lösungen gebildet werde, dessen willkürliche Con- 


a 


— 
ww 
gu 
m 
k 
- 
- 


Bd. XVII, pag. 68 dieses Journals. 
. VI. 


Bi pag. 209 des Liouvilleschen Journals. Bd. LIV, page. 68, 


pag. 300 dieses Journals. 
Sitzungsberichte der Wiener Academie vom Jahre 1854, pag. 1014. 
7) Bd. LIV, pag. 227 dieses Journals. 


Bd. LV, vag. 254 und pag. 555 dieses Journals 
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x 


stanten gewissen Bedingungen genügen müssen. In dem ersten diesen Geven- 
stand betreffenden Aufsatze werden diese Bedineungen in einer einfachen Form 
dargestellt. die aber ausser den willkürlichen Constanten noch andere Element: 
enthält. und nicht die Lösung der Aufgabe gestaltet. jene Constanten durel 
eine angemessene Zahl unabhängiger Constanten auszudrücken. Der zweite 


Aufsatz behandelt diese Aufgabe mit Hülfe des Mittels. dass die Variation des 


einfachen Integrals nach der Analogie der Untersuchuneen von Hamilton und 
Jacobi über die mechanischen Probleme auf die Inteeration einer partiellen 
Differentialeleichune redueir! wird 
Im Laufe einer Untersuchung. die einen „anderen Gevenstand bei 
kam ich zu einem Problem der Variationsreehnune. dessen besondere Verhält- 
nisse mir die Vermuthung erregten. hier müsse sich jene Transformation deı 
zweiten Varialion unmittelbar und vollständie durchführen lassen. Ein näheres 
Eingehn auf diese Frage lehrte mich. dass dieselbe für eine umfassende Gal- 
tune von Inlteeralen einer allgemeinen und einfachen Beantwortune fälhie is! 
Zu dieser Gattung eehören einfache Integrale. bei denen beliebie viele von 
der Integralionsvariable abhängige Grössen und beliebige hohe Dillerentialguo- 
r 


tienten derselben vorkommen: doch gelten die Einsehränkuneen. dass zwischen 


i 
I 


jenen abhängigen Grössen keine Bedingungsgleichungen gegeben sind. ferner 
dass die höchsten vorkommenden Dilferentialquotienten von jeder derselben alle 
von derselben Ordnung sind. und endlich dass wenn man die Funelion. deren 
Integral variirt werden soll. nach jenen höchsten Differentialquotienten zweimal 
partiell differentiirt und aus diesen zweiten parliellen Differentialquotienten die 
Determinante bildet. dieselbe nicht identisch verschwinde! Wie ich hoffe. 
wird die mitzutheilende Untersuchune die eingeführten Beschränkunsen als 
natureemäss erscheinen lassen: des vollkommeneren Zusammenhanes weven 
habe ich mir erlaubt. die Darstellune von den Grundlasen der Variationsrech- 
nunoe aus zu beeinnen und für einige der schon bekannten Resultate neue 
Entwicklungen zu zeben. 

g. 1 
Es seien Yı» Y:» ... Y, zu bestimmende Funclionen der unabhängigen 


Veränderlichen .r. und es sei f eine gegebene Function der urössen #2, 9. 


. . . . d® u, . r 
Y:» ... 4, und der Differentialquolienten 15 Yıs-» Wo a die Zahlenreihe 
, GE" 
I. 2....0 und b die Zahlenreihe 1. 2. ...n. wie in dem foleenden dureh- 
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sehends. durchlaufen soll. dann stellt das zwischen den festen Grenzen p und 


g genommene Inteeral 
ee, 
I. / Fach ER "UOEE TESTER "OREPEPL TER, 


die Galtune von Integralen dar, deren Variation gegenwärtig untersucht wer- 
den wird: doch muss die Function f noch die Bedingung erfüllen. dass die 


aus den partiellen nach y,, genommenen zweiten Differentialquotienten von f 


oehildete Determinante 


ar: a ee 
— OYınOYı.n OY2n OYı OYo,n OYo;n 
nicht identisch verschwindet *). Denkt man sich in die Function f statt y, 


den Ausdruck y,-+ew, substituirt. in welchem & eine kleine Grösse. w, eine 


unbestimmte Funetion von x bedeutet, und nennt bei der nach Potenzen von 
e anzustellenden Entwickelung das Aggregat der in & und in + 


Glieder beziehungsweise &y und ev, so verwandelt sich das Integral V bei 


Vernachlässieung der Glieder von der Ordnung & in das Aggregat 


>. V- ef 'y da + Ef "wdr. 


P P 
Minimum werde. muss seine erste Variation 


multiplieirten 


Damit nun } ein Maximum oder 
ef gdx gleich Null werden, und seine zweite Variation 2 wdx ein festes 


f 


negalives oder positives Zeichen haben. 
d’y; 


- 
Da durch die Aenderung von y, in 


zz i d®y, Eıw, 
y.+: we, der Differentialquotient 7 27 TI 
ya “ { a 4 . g 2. 


homogene lineare Function der (»-+1 0 Grössen 


in den Ausdruck — Yast Was 


übergeht, so ist y eine 
"Wu UEERE NE 


( ee — iD 4 kei: 
/  :; "he OYaı „ OYa.n 


of of ( 
en > Wg1 —W, 
\ Ya OYa,i Oys 
/ of d of I d | of Ju 
\r 7 dr oy N dr" OYan ( 
er i 
7, w.+F, et FW \ 
TERN a,2u a,l a % 
In dem von Jacobi behandelten Fall. wo 6 = } ist, geht diese Determinante 
in den Ausdruck —— _ über. 


( Yu OYı.n 
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aufgestellt hat. Die Grössen F,,_,;, haben die Bedeutung 


2 R of d of Em. ( 
(5. F er. ABER SBER | 


0,20 OYat d r ( Ya | d r' \ eh 
Das Verschwinden der ersten Variation ef god. hat nun vermöre der Glei- 


/ 
chung (4. zur nothwendigen Folge. dass die Grössen y,. %:. . y, das System 


von Differentialeleichungen 


» of d of l ( 
b. ... | / 0) 
OYa d.ır OYa,ı d.r OYası 


hefriediveen müssen. und wir füren die Vorausseizune hinzu. dass die Grössen 
Was Wars = %yuı Aurch die Substitulionen z=p und x =g gleich Null 


werden sollen. 


Um der zweiten Varilalion 2 vdxe eine Gestalt zu eeben. welche 


das aleehraische Vorzeichen ihres Werthes sicher zu erkennen »estalltet. soll 


F 
die Function w, welche als homosene sanze Function zweiten Grades von den 
»-+1)o Grössen ®@,. W,ı»... @,, auftritt. als das Aggregat einer homoeenen 
sanzen Function von o unabhäneisen Elementen. und des nach x genommenen 
Differentialquotienten einer homosenen eanzen Function der Grössen ı%.. ır u 

©,,_, dargestellt werden. Zur Erreichung dieses Zweckes kann man nach 
Jacobis Vorgang ein gewisses System von linearen Differentialeleichungen ver- 
wenden, das mit dem System (6.) in innigem Zusammenhange steht. Wenn 


I 


das Svstem (6.). das von der Ordnung vr sein möge. vollständie inteerirt ist. 
, l & 3 
und die Constanten der Inteeration mit ce. e,.... e bezeichnet werden. so eil! 


4‘ 


für eine beliebige von diesen e die Gleichung 


/ * u 
( \ ( ur - 
(I) (77) 
- OYa.b \oc / 
‘. — - 
OYas \ 
co O | At \ 
\ f fr 
. x . . ( Ha Ola a , , E , (1 \ 
wo. durch die Substitution w@, = —-. w,; ——-, die Funetion w in 
( C ( c \ CH 


übergegangen ist. Es bezeichne nun z, ein neues System von Grössen, bei 
a, 
dx! 
chung w, = z, die Function w in w(z). dann folet aus der Differentiation des 


ER 


denen wieder = 2,, gesetz! wird. und es verwandle sich durch die Glei- 


r 
Systems (6. nach der Constante e mit Hinzuziehune von /7.'). dass das System 
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« 


von linearen Differentialgleichungen 


odlz d oıw(z) d ow(z 
7 | V. 


Or de « Dad N da” O3. 
welches wie 6., von der r"" Ordnung ist. durch die Gleichungen 

OYa 

ös 

hefriediot. und wenn K für y=1.2,...r beliebige Constanten sind durch 


die Gleichungen 


! 1 1 Inerrir ung 
alleemem ıinteerirt wird. 
Die für das Folgende wesentlichen Eigenschaften dieser Grössen z, 


lassen sich dadureh erkennen. dass man die Gleichunsen '4.'. in denen die 


Grössen Yı- 9» --. 4, dem System \6., entsprechend bestimmt. die Grössen 
EC“ Win... w, aber vollkommen unbestimmt sein mögen. nach einer Con- 


stante e differentiirt. Wird die für ein beliebiees Grössensystem u, = w, gel- 


tende Bezeichnung 


| ow(u d ow(u at ow(u 
10) Zu) = EM 14: 
OUgn dz Op da ON, 
eingeführt. so liefert jene Differentiation die Gleichung 
Pas; OU N 
oıW  - J \ OoW J \ 
\ Yı r’-3 
\ \oce , \oc)J/ 
\ ww. + — -W, 
/ OYa 2 OYaı \ 
1 Je (er \ 
\o \.0e ) 
OC _, \ rt 
| a, a) öy, 
| I Y. - \ 20? m 11 R - \ m ’ 1 
dr / I l \ u /. u“ \ } 
OC OC 


Sobald man diese Gleichung mit der Constante A multiplieirt und nach y von 


I bis » summirt. so entsteht die Relation 


oW(z oz © 
11 mr ER, — (Kan (3)Wat 4 Xu (2) Wa, ı)» 
. . . YOYa . 
in welcher der Werth z, nach (9.) gleich I, K—— ist. 
Ar 
Von dieser Relation 11°.) wird nun ein zwiefacher Gebrauch gemacht 


werden. Erstens setze man die unbestimmten Grössen ®,= 3, und summire 
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nach a von 1 bis o; dann stellt die linke Seite von 11 uch ee 


eigenschaft der homosenen Funelionen zweiter Ordnune verade den Werth 


2U dar, und die rechte Seite ist ein vollständiger Differentialquotient. Mit- 


“ 
2 


hin kommt 
d 

‘ ‘ Tr ai .S ns R \ a i 

12. Vz Yn1(8)3, ine 


d.r \ 


Zweitens werde statt der Grössen ww, ein Svstem von Grössen ev, eingeführt. 


welches die Gleichungen (7. befriedieen soll und vermiltelst eines neuen 
x / i | 2, 

Systems von Constanten /, durch die Gleichune ©, = &,.L- X darvestellt wer- 

den kann. Alsdann dürfen in /11} die Grössen ve, mit den Grössen z. ver- 


tauscht werden, und es gelten die beiden Gleichungen 


( uU Zs 7 us 2 l 
\ a Ü Aa ı\2,0, ... 7 z)@ 
ORa ORgn dx z | S, 
19. 
oWw\|tEe oıyia d 
. ° La ı\0)% / 0)2 
Ort oa dı 4 


Subtrahirt man die linken und die rechten Seiten dieser Gleichuneen be- 
ziehungsweise von einander und summirt die Differenzen nach dem Buch- 
staben a. so hat die Differenz der linken Seiten nach einer Grundeivenschaf! 
der homogenen eanzen Funclionen zweiter Ordnune die Summe Null. und es 
entsteht die Gleichung 
Bi ee Me. Wet 
dx , / | 
Dieselbe kann unmittelbar inteerirt werden und liefert so die neue Gleichuns 


m“ oo /_ u Ya . rn En ’ - en 
19. —1\Aa,2n—ı\* en IR ı\ U), /. o’)% | ni 0)2% oONnSs 


Ehe die so eben angestellten Beobachtungen für die Transformation 
der zweiten Variation des Integrals I verwerthet werden. schein! es ange- 
messen. die mit der Zahl » bezeichnete Ordnung des Systems von Differential- 
sleichungen \6.) näher ins Auge zu fassen. Diese Ordnungszahl hän»t von 


den Gliedern ab. welche die höchsten Dilferentialquolienten der Grössen y 


Yı» :.. 4, enthalten. Da nun die linke Seite der Gleichung 6.) aus dem 
Ausdruck F,,,_, hervorgeht. sobald 6 =O vesetzt wird. so wollen wir all- 
gemein die Aggregate von Gliedern angeben. welche in F die höchsten 
nämlich \22 —b)" Differentialquotienten der Y,. %:- y, enthalten. Es sind 
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y b . . ne 
abeesehen von dem Factor (—1)"" die Ausdrücke 
au u of ey, 
16. u A Herd | nr, 
OYanOYın de" Yan da 


während bei b=n 


q 
16". Bi 
OYa,n 
ist. Setzt man also in 16.) b=0 und successive a 1. 2... 0, 80 hai 


man die Glieder. welche in der Gleichung 6.) die höchsten Differentialquo- 


tienten der Yı- Ya»... 4, involviren. Jetzt gilt die Bedingung. dass die aus 
den zweiten partiellen Differentialquolienten _ wo a wie a von 1 


OYa,n OYa';n 
bis o eehen) gebildete Determinante .7 nicht identisch verschwinden darf. Des- 
halb kann nie der Fall eintreten, dass bei dem Svstem von Differentialglei- 
chungen 6.) die Factoren von irgend einem der Differentialquolienten 
d’”y, d ge ° d’"y, 
da? dam? da?" 
in jeder der o Gleichungen gleich Null werden, und daher ist das System 
Differentialgleichungen nolhwendig von der Ordnung v = 2no. 
Behufs der Transformation der Function w mögen jetzt no Systeme von 


Grössen a, gebildet werden, die für z, gesetzt die Gleichungen |7‘.) befriedigen; 


‚ du, u 
hier soll ?7=1,.2,... no und - — 4,, Sein. Durch die Gleichung 
” 
17.) D, 2,;ug 


stelle ich dann die Grössen we, als lineare Funclionen von n0 neuen Grössen 
q dar, erhalte aber für die letztern 20-0 Bedingungsgleichungen. indem ich 
die Forderung ausspreche, dass die nach x genommenen Differentialquotienten 
der w, bis zum ‘»2— 1)" einschliesslich nur die Grössen g und keine Dif- 


ferentialquotienten derselben enthalten sollen. Dies giebt die Relationen 


“ dg 
x < 
mn FR 7. 0 u RAU, — . 
al 19 P*a dr 
r i dy 
= by 
(ı In nz [2 ‚l Pr () _ — U = 
17°. 34a Mat Gr 
j 
pP -. dq 
7 ee V= 2,u,.. 7 
dx 
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Der Differentialquotient «e,, nimmt dann diese Gestalt an: 
m. C+tN: 
\ 
IS. = RE 
) zu 29 
2 da 
Wenn man jetzt zunächst in die Funelion v stalt der Grössen u 7 
6, die in (17.) und (17°.) gegebenen Ausdrücke. statt der Grösse ıbei 
den Ausdruck # aus IS einführt. s0O MOVE daraus der \usdruck NEerVOr- 
eehn. Giebt man hier den Grössen g für einen Augenblick die Bedeutung von 
Conslanten. so leuchtet es ein. dass der Ausdruck 7 auch dadureh aus deı 
Function w entsteht. dass man stalt der Grössen oe, ein System von Aullösungen 
der Gleichungen 17 substituirt. welches die Form >,u,g besilz T 
Gleichungen vv, Z,Uu,,g für 3 » zur Folee hat. U Ä 
momentanen Annahme triit die Gleichune 12.) in Kraft. in welch: 
Z: zu (. y, Z Ze ug 


zu selzen Ist. 


die (rössen 4 mil ır veränderlich denken oder nicht. so o]j 


d 
19. 2 T’ Rp > - 4 ' dl 2 7 (4 2 / dl 4 2 
welehe aus (12.) entstanden ist. für eanz unbeschränkte Wertl« 
man nur auf der rechten Seite die aneedeulele Dilferentialion na: 
ol . 2 (; . ‘ al med Ann! & ’ 2 ? 1 > ‚\ ii \I. 
onne dk ıUOSSEN 4 als veranderiiche zu behandeln ian ByYar 
selben Zweck. indem man zuerst die Grössen y als Funetion 
Ipi ht +1 ınd lo I lın / Iı Ir Ih 1 yr74% \y Imııpnl | 2:71 
trachtet und dann die zu dem Trüheren Ausdruck des Dill: 
hinzukommenden Glieder dureh Hinzufüsune von Gliedern »oleich: 
uneleichen Zeichens vernichtel. So erhält man aus 19. di 
E dd 
2 r’ < °P: Y „ a2 Hd >. 
\ /i.ı f ./ ./ 
20. > 2 Pe: aa :u > ua. 
[ F 
! a Wi,” . N 
ka PER j st al Ht.d Gm. / 


Weil aber die Funetion 7 dieselbe Gestalt behält. m: 
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Die Einführune der Funetion 7 macht es nun möglich, die Transformation der 


Funelion ıv. wenn ieh so saoen darf. in vollkommener Durchsichtiekeit aus- 


zuführen. Um w aus 7 zu bilden, lässt man die Werthe von @,. ®%,ı- 


we. , uneeänder! und selzt nur an die Stelle von [, den zweigliedrigen Aus- 


druck + m, Weil aber die Grössen £, in 7 nur in der ersten und 


weiten Potenz vorkommen. so hat man in aller Stirenee die Entwickelune 


AD "iD 
2| I IWLID | ee I 4 
wi u ei jo ja u A ” £ sa 'la’» 
{ ( € 4 
Su Su bet 
wo zund a’ von 1 bis o eehn. und es lässt sich bewirken. dass der Ausdruck 
iD au u 
2-22 —— r, gleich einem vollständigen Dillerentialquolienten wird. Aus 
{ “ } In > 
den Gleichungen (17°.). (18.). (20.) und der Gleichung — = Xan(u)g 
O&a ei \ 
wird leicht die Relation 
coW 
< r | 82, jo MM 
( = 
| Egg. ne = ee N N 
/, u AR U GEEUGZT TEL \ U) G Man 1 | 
>’) p 
u ce u dgq ı 
=’: Yan NY U) Zu, J PYE AA 72 7, J 
! Fo d.r ti ; de) 
| Pd — A; x dgq - ei 
u er ” u I < 
“) aka. L I d.r p al ’ Aa dr ‘ 1 9 \ 


aboeleitet. Erinnert man sieh nun der Gleichune /15.). so ist klar. dass wenn 


für jede zwei aus der Reihe von 1 bis »0 genommene diverse Zahlenwerthe 
’ und >’ und für einen einzelnen Werth x, von x die Gleichung 


‘ ‘ 


29 2, (X n-1ı(8), Kon ılU)U, 4° AU) 5 Pre PUR )E VORER 0 


eilt. dieselbe Gleichung für ein indelinites x richtig bleibt. Wir legen jetzt 


den Grössensvsiemen #, die Bedingung auf. die Gleichung (23.) in dem an- 


; on R . NO\inO | . : 
sevebenen Umfange zu erfüllen (wo dieselbe die Anzahl von _ (rlei- 
chungen repräsentirt); dann verschwindet auf der rechten Seite von /22.) die 

j i is El 'n . i En - 
zweite und die dritte Zeile. und 2° +2, rn, wird in der That gleich 

Usa . 


einem vollständigen Differentialquolienten. Hiermit geht die Gleichung (21. 


in die foleende Gestalt über. welche die gewünschle Transformation der Function 


v darstellt: 


o.; > ig . x PR. =. 50° x ) 
(2 I tl U) EUG A Hl U) 3a} 
») i Dr 
24. 0 
Ze MN: 
| d a ia ’la 


Ya nt Yar Z 
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Denn man erkennt sofort. dass 


ısi 
Um die Grössen g durch die ursprünglichen Elemente des Varialions 


problems auszudrücken. hat man sich des Systems von linearen Gleichun®en 


e . >> HU. J. 
\ | 
| w, ZU, 10. 
2». 
f 
| 
a —’, 
m ' u AU, ı 4 
zu bedienen. und zur Darstellune von der Gleichune 
2b N. Ti DM 7 
Da also die Grössen g lineare Funelionen der Grössen w,. u 


werden. so sieht man Jeichi. dass bei der Einführune des Werthes voı 


() 


I f III 


24.) ın die zweite Variation 2: / oda der ohne Inteoralzeichen darstellbar: 


[heil des Ausdrucks verschwindet. weil nach der oben erwälnten allvemeinen 
Voraussetzung die Grössen w,. W,,. Dun für z=p und für a q den 
Werth Null erhalten Mithin kommt die Gleichune 
24° 2/ wdr / 2. 4 Nn.01.da 
/ une ne 4 7 f ird 
S. 3 
Die so eben abeeleitete Transformation beruhl auf der stillsechweivenden 


Vorausselzune. dass Systeme von (rössen u auloelunden werden konnen 


velche für einen besondern Werth 1 y Von 7 die voreeschrienene Dedmpeung 


23 > \ 7 (U) U, ‚£ (U) U, Y UM 7 / / 0) 
erfüllen. und bei denen die zur Auflösung des Svsiems 2» ehöriee De- 
lerminanle aus den Grössen #, nicht verschwindet. Denn nur. wenn diese 


Determinante nicht oleich Null ist. werden die Grössen y bestimmie lineare 








kt 
Fi} 
Da 
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Funelionen der Grössen wm,» . .. Mau... regenwärltig werden wir uns mit 


der Aufgabe beschäftigen, die allgemeinsten Systeme von Grössen u, zu er- 
mitteln, die den angegebenen Forderungen Genüge leisten. 
Um zunächst den besondern Werth .r, von x vortheilhaft auszuwählen. 


wir an die dureheehends eeltende Voraussetzung. dass die aus den 


erinnern 


(irössen ochildete Determinante 7 nicht identisch verschwinden 
darf. Weil diese Grösse nur die =", das System von Dilferentialgleichun- 


ven 6. aber die 2x" Dilferentialquotienten der Grössen Y,. Yı- ... Y. als 


so kann auch die vollständiee Inteseration des Systems |b. 


die höchsten enthält. 
niemals alloemein die Gleichune ./=0 zur Folvee haben. Man darf daher 
immer zwischen den Grenzen des Inleerals ) den Werth x, so annehmen. 
(ass für denselben der Werth 7.0) von SF nicht gleich Null ist. Bezeichnet man 
| ihrer sämmtlichen Dilfferential- 


nun die Werthe der Grössen Y,. Yı. ... Y, um 
quotienten bis zum (2»—1)"” einschliesslich für x = x, beziehungsweise durch 


90), (VO). ...-4 10); = Br I el 
3 | 
"PARL | DUREE "PIBREL | ) RMEDGE "JOBRE | | ) ZSERSRENEE TIEHERRFLL | DE SIE HIERT, ) ) SNADNE AR ERRE (| 


so bilden diese 220 Grössen offenbar ein vollständiges oder unabhängiges 
System von Integrationsconstanten der Gleichungen (6. 

\us diesem System lässt sich dann ein zweites unabhängiges System 
von Inteerationsconslanten herleiten. das zur Bildung der gesuchten Grössen «, 
vorzugsweise geeignet ist. Es mögen die durch die Gleichung \9.) delinirten 
Ausdrücke F,;,_,. wenn man in denselben statt der Grössen Y,- Yı= ..: 9 
und ihrer Dilferentialquotienten,. die bis zur (2»—1)"" Ordnung sich erheben. 
die für 2 = .r, eintretenden Werthe 27.) setzt. in die Ausdrücke F,,,_, (0 


übereehn: so haben wir ein solches Svstem in der Reihe von Grössen 


. ld), ld) ld): + Yın-ılÖ)a Yan-ılO)5 +: Ya (VO 
09:5, NE a PR (0). 


Im zu beweisen. dass diese Grössen in der That ein System von unabhän- 
ojven Inteerationseonstanlen der Gleichungen 6.) darstellen. ist es nothwendie 
und ausreichend zu zeiveen. dass. wenn man die Grössen (28.) als Funetionen 


der (1rösSsen 27. 


betrachtel. die Funelionaldelerminanle der erstern in Bezue 
auf die letztern genommen nicht verschwinden kann. Es lehrt aber eine ein- 
fache Ueberleeune. dass. da die erste Zeile in 28.) mit der ersten Zeile in 


37.) identisch ist. und da die zweite Zeile in 28.) aus » Gruppen besteht. 
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in denen die höchsten vorkommenden Differentialquotienten der y,. 9. / 
suecessive von der »'“", ... :2r-—1)"" Ordnune sind. bei der Bildune dieser 
Functionaldeterminante nur die Ausdrücke von wesentlicher Bedeutun® sind. 
welche in F\,.,_ , die (2n— b)"" Dilferentialguotienten der 9,. 9. u. en 
halten. Aus der oleicharlisen Gestal! dieser Ausdrücke. welche in Öß\ un 

6 dareestellt ist. ereiebt sich für die betreffende Funelionaldeterminante 
der Werth (IV ) Weil nun der Werth 7.0 bei uns immer von Null 


verschieden ist. so eilt von dem Werth der Funetionaldeterminanle das »lei 


I 


und eerade das sollte eezeiet werden 


Von nun ab wird ansenommen werden. dass die Constanten dureh 
die Constanten /28.) auseedrückt sind. und dass also bei der Inteoration des 
Systems (6.) die Grössen ,. y, durch x und dureh das S\ ın Con- 
stanten 28.) dareestellt sind: um dieselben dureh das Zeichen em 
zu bezeichnen. denke man sich 

2s U, 0 ( F v0) / 


oesetzt. Dann wird für den Werth r=.r, die Grösse y 


die Grösse F,, C werden. Behufs der Bildung des allvemeinen ]ı 


tegrals der Gleichungen (7“.) sei jetz! 
29. Ey U 
und es „ehe die Function ; dureh Einführung dieser Grössen 


U, über 


Diese Grössen U. besitzen. wie man leicht einsieht, die foleenden Grund- 
eivenschaften. Erstens wird die Grösse U, _,. sobald » vr, veselzl wir 
für a u: 5 8»12.3 n: 9 I. 2. 20, den einzigen Wei 
1 b—1,0 ausgenommen. gleich Null, für ; \ | aber o 
der Einheit Zweitens wird wesen der Gleichune 

( F / 
3 f 
die Grösse 2,.,_,.U ). sobald 2=.r., gesetzt wird. für a=1. 2 I. 2 
5 2no, den einzieen Werth 2n—Lb)o auseenommen. ol: 


Null. für Y Q 2r —b)o aber vleich der Einheit 
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P»Y 
Es bedeute nun K ein System von 2n»°0 ÜConstanten. so hat man für 


die Grössen #, die ganz allgemeine Darstellung 


pP 


0) = E,KU 


‘ 


7 
insofern dieselben die Gleichungen 7.) befriedigen müssen; und in Folge 


von (30 


\ Hu, b- l <, k U b | . 


31. | 


‘ 


/a.2 u \M < WR b { 


„ 


4 
Selzt man hier x = x,. so gehn nach den Grundeigenschaften der Grössen U, 
die Ausdrücke rechts in einzelne Constanten über. und es komm 

pP p,a+(b—1)o P,a+(2n—b)o 
32. Mi; BE. Fe Mi 
Zu Anfang dieses Paragraphen ist darauf aufmerksam gemacht worden. dass 
die aus den Grössen #,,;_, zu bildende Determinante nicht gleich Null werden 
all l)o 

darf. Da aber für 2 = x, diese Grössen sich in die Constanten k ver- 
wandeln, so müssen diese nothwendig so beschaffen sein, dass die aus ihnen 


un bildende Determinante nicht verschwindet. Hierauf »estützt kann man die 


(?n—b) p,a+(d—1)ı 

(1rössen k wie folet durch die Grössen Ih ausdrücken 

l (2 I) ı 313 ' l.no 

Kk EEE EM 

\ - l 1)o 1 l 2 ni 0 

23 h En rirea F, 

BR 1) ‚Ino,l I.no no.nOo 

h BE 


und besitzt die völlive Sicherheit. dass die neuen Grössen 4 stets eindeutig 
bestimmt sind. 


Vermöge der Gleichungen (32.) v„eht die zur Einschränkung der x, 


aufeestellte Gleichune (23.). die sich auf den Werth r., bezieht. in die 


[oleende über. welche ledieliceh die Constanten K enthält: 


‘ 


at+(n—1)ı ’ .a-tn 1--(n—1) 


142 —1)o Bra a+l2n—1)o P.a ),a--no 
34 = Ii I Ih K-+-.- K IN Ih K 0. 
Wenn man hier die Constlanten Ih dureh ihre Ausdrücke (33.) ersetzt. 
),.0-4-(b I)o 

so folet aus dem Umstande. dass die Determinanle aus den Grössen k 


a 
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nieht verschwinden darf. mit Nolhwendigekeit. 


® | 
dass Zzwısenen den (rro 


se} / 
die Bedineunespleichung 
3.) / 

no (no | un in 

velten muss. welche = Gleichungen repräsenlir! 
lus diesen Betrachlunge nt ht ın aller SIr:ı Zark las Rt: sulla he) 

dass man den für die Grössen a, aufgestellten Forderungen in der all 
Weise genügt, indem man erstens für die I en gumz beliebiges $Systı 
von |no Werthen nimmt. dessen Delerminanlte nur nicht r 


erschınd 7 dıt 


zweilens ein System von Grössen 4 bildet, das nur an di: b 


j >; 

Bi Stl77 /i} ww 7 ft «dı) 

gebunden ist. rermiltelst diese r (rrössen + die Conslanten Ik (lv h die 

Gleichungen (39.) ausdrückl, und diese Werthe der K in die Gleichung 30 
einführt So entsteht der Ausdruck 


EEE K U > I / { 


’ 


wo aA und 1 "ON | his PM r' und v UOH | bis It gehn. 


S. 4 
Nachdem im Vorieen eine vollständivee Bestimmung « 


seben ist. bleibt es übrige. die eefundeı 


ien Ausdrücke in die Gleichn 


en /25 
26 und /24 einzuführen Um den Ausdruck 36H handverecht 
machen. werde für > i. 3. no 
37 U+2 / U 
1 » I ilı . l d ) 
und. wo es erlorderlieh sein sollte. wieder VESEIZ da KON 
‘!.r 
te) ‘dl , k } 
Die Substitution dieser Werthe in 25. leet es nahe. die y dureh nı (1rösseı 


34 hi >; K 


zu ersetzen Aus 25.) und .26. wird dann 














40 Lipschitz, Beiträge zur Theorie der Variation der einfachen Integrale. 


| Zu u 
j be 
! - — ‚J 
10. "a "Foul 
Br >79 } ‚h 
und 
11. IE me 1 


Die Darstellung der Grössen k aus dem System von Gleichungen (40.) er- 


fordert die Bildung der Determinante aus den Grössen V ,,_,. welche R heissen 


möee. Aus der Gleichune 39.) erkennt man aber sofort. dass die Deter- 


minanlte aus den Grössen #,,_, 2Zleich dem Produet von R in die Determinante 


aus den Grössen KA ist. welche nicht eleich Null sein darf. Es fällt also die 


zu Anfang des $. 3 ausgesprochene Forderung, dass die Determinante aus den 


Grössen #,;,_, nicht Null werde, mit der Forderung zusammen, dass At nicht 


verschwinden darf. Aus der Gleichung 37.) und den Grundeieenschaflten der 


7 folet unmittelbar. dass R für x = .r,. sobald man die sämmtlichen Constanten 


/ 0 setzt. den Werth der Einheit annimm! Es handelt sich also darum. 


wenn den 4 beliebiee Werthe ertheilt werden. die Inteeration von V — / fdx 


von .r, an nur bis zu solchen Grenzwerihen p und q zu führen, dass innerhalb 


des Bereichs der Inleeration an keiner Stelle R 0) wird. Unter dieser Vor- 


ausselzune erhält man die Werlthe 


oR 


J; = 


f R „ 
R 


I 
‘r’} j 


welche in den transformirten Ausdruck der zweilen Variation von | 


‚ f f P / 
24 El 'yde = Ef ZZ, I—nn,de 
. a/ 7’ #i:’PF 
einzusetzen sind. Die Grössen },. aus denen die », gebildet werden. können 
vermöge der Relationen 2=°., und (29. auch in folgender Weise ausgedrückt 
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werden 
a’+(b’—1)o a'+(b’—1)0.a--(b”’—1)o 


‘ ( 4 Oy, r 2 
3...) # Ya T > / 


u MI dd " x 
ge ı . 
( ar ) 77 () 
A .. 1a 





OYarsı ı (0) 
Im Anfange der Untersuchung ist die Forderung ausgesprochen worden. 
dass die Function w als das Aggregat eines vollständigen Differentialquotienten 


und einer homogenen ganzen Function von nur o unabhäneieen Elementen 


dargestellt werde. und diese Forderung ist durch die Gleichung (24.) erfüllt 

worden. Denn weil die Determinante ./ nicht identisch verschwinden darf. 
un _® . . . . . ( ij . Br 

so lässt sich die homogene ganze Function I,N,— - 5,5, der Grössen 


O Yan OYasın 
Ss 5 + 5, In ein Aggregat von den Quadraten von o unabhängigen |i- 
nearen Funclionen der Grössen &. &. ... £, verwandeln Aus diesem 
(runde besteht die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür. dass der 
Ausdruck (24°) der zweiten Variation des Inteerals V ein festes Vorzeichen 
’ m a ab ta of ni 
habe. darin. dass die Function I, I, —— se, ein festes algebraisches 
OYan Yan 
Vorzeichen habe. Wenn diese Function für die Werthe von 2 = p bis xy 
(d. i. für eine endliche Ausdehnung des Gebietes von x) gleich dem Aggregat 


von den Quadraten von weniger als o unabhäneisen linearen Functionen der 


Grössen Sj» Ss -.. 5, Werden könnte. so liesse sich durch eine passende 
Verfügung über die o Grössen w,. ®s. ... w,. selbst in dem Falle, dass die 
“ . < 3 C f j '. . r . . . ’ . 

Function I, ————£,5, Ihr Zeichen niemals wechselt. ein Verschwinden 


C Yan C Yarın 


derselben bewirken. Hiemit würde die zweite Variation von J) verschwinden 


und demnach ’kein Criterium des Maximums oder Minimums liefern 


Bonn. den 9. December 1864. 
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Ueber die dritte Gattung der Abelschen Integrale 
erster Ordnung, 
(Von Herrn @. Roch in Halle.) 


Ai Integrale dritter Gattung bezeichnen wir Integrale algebraischer 
Funetionen, welche für gewisse Werihe der Variabeln, oder, in Aliemannscher 
Ausdrucksweise, in bestimmten Punkten der Fläche T logarithmisch unendlich 
sind. Diese Fläche stellt die Verzweigungsart der betrachteten algebraischen- 
Functionen dar, und wir wollen jetzt speciell die Integrale untersuchen, für 
welche diese Fläche T fünffach zusammenhängend,. oder p=2 ist. Die Be- 
zeichnungsweise,. welche Riemann in seiner Abhandlung über Abelsche Fun- 
clionen (Bd. 54 dieses Journals) eingeführt, soll hier auch festgehalten und 
diese Abhandlung selbst soll, der Kürze wegen, einfach als „Abhandlung“ 
eitirt werden. 

Für die folgenden Entwicklungen sind einige Sätze über endlich blei- 
bende Integrale und 9-Funclionen nöthig. welche hier, da sie in der Ab- 
handlung bewiesen sind. nur kurz aufgeführt zu werden brauchen. 

Es existiren für y=*2 zwei linear von einander unabhängige endlich 


bleibende Inteerale. welche in der Form enthalten sind: 


» az + b)ds 
u = _ — 
y(z.1—2.1—k7z.1— 13.1 — m’z) 


oder durch rationale Transformationen immer in diese Form gebracht werden 





können. Dieselbe ist schon durch die Arbeit Aosenheims als canonische Form 
eingeführt. und soll auch hier beibehalten werden. Das Radical bezeichnen 
wir kürzer: 
yv(z.1—-2.1—k’z.1-l2.1-m’z) = y(z, k, l, m). 
Den Zähler im Integrale bezeichnen wir durch 
os+b = (2). 


Alle Funetionen y können linear durch zwei ausgedrückt werden 


p,(2) = u3-+b,, 
p(2) = mi +b,. 


und daher sind alle Integrale « linear durch zwei ausdrückbar. 
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Die Fläche T besteht. wegen der Zweideuligkeit der Quadratwurzel. 
aus zwei Blättern, welche in sechs Verzweigungspunkten zusammenhängen 


/ 1 | 1 . 4 
e=0,1, 5 UP ?’m® x): Jeder Punkt ist daher in der Fläche T eindeu- 


( . h” . [’ 
ig bestimmt durch Angabe des z und des Vorzeichens der algebraischen 
Function s= y(z, k, /,m):; daher kann ein solcher Punkt durch (s. 3) bezeichne! 
werden. 

Ueber die Lage :der Querschnitte braucht hier nichts angeführt zu wer- 
den: eine der vielen möglichen Anordnungen lernt man aus der Abhandluno 
von Prym: theoria nova funet. ultraellipticarum, Druck bei Sehade, Berlin. 
kennen. Wir bezeichnen die 4 Querschnitte mit (a,). (a). (b,). (b,). Jedes 
endlich bleibende Integral x» kann man bis auf eine additive Conslante be- 
stimmen. indem man die Periodieitätsmoduln an zweien dieser Querschnitle. 


z. BD. (a,). (@) angiebt. Es werden nun zwei Integrale x,. %, bestimmt. so dass 


u 7 s)dz 
7 iu. }- 4 Mai ( 3) = mM, 23 - b 
J vV(z,k,l,m a | | 


an (a,) den Modul =, an (a,) den Modul Null hat: und dass 


" @q,(2)dz 
1, — /- u er ze ((s\2% q3+b 
I Van. m [: 


an (a,) den Modul ©. an (a,) den Modul 7 hat. Dann sind die Periodieitäls- 


moduln an den Querschnitten (b) bestimmt. nämlich «a,,. «,, für », und «,,. 


4,5 für ,. Hierbei ist a,=@, (s. Abhandlung $.20). Diese Gleichung 
4,» = A,, entspricht ganz der von Rosenhain (sur les fonetions ultraellipt. de 


deux var. etäa qualre per.. p2. 435): 


N $ x da / ’ dr / dx / | x dx 
. v(z,k,i,u ’ YVla,k,4,u v(z,k,A,u) . v(x,h,A,u 





« 
ı TI. 


I I 1 


2 ‚u? »42 »u2 
I er x d.x / dx / 2 dx / x dx 
v(xz,k,i,u) J v(z,k,A,u J v(x,k,s,u , v(z,k.Au 


2 


- - - 
"2 A? 2 


Diese Integrale x,. #, werden nun als Argumente der #-Function benutz! 


( 2 2 mdıı + 2mna,.- Nn"dyn- 2mu, nu, 
Fu. U; zen ei mMuine 
_— nn —% 


1» Ayo» A» die vorhin erwähnten Periodieitätsmoduln. 
Eine solche 9-Function ist. da #,. », eine gemeinsame obere Grenze 
haben, Function dieser Grenze. und als solche in zwei Punkten der Fläche 7 


» 2% 
‘ 


h 











“ 
e 
‘m 
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sleich Null (Abhandlung $. 22). Die Lage dieser Punkte hängt von den in 
#,. u, noch willkürlichen additiven Constanten ab; es seien «@,. &, die Werthe 
von %,. %, in einem Punkte (s,2,). &., & die Werthe in (s,2,). In der Folge 
wollen wir jeden solchen Punkt kurz als Punkt «', oder «” bezeichnen; der 
Punkt (s,z) ist hiernach soviel wie der Punkt #. Die Function 
I — 1 — 0, la — 03 — 0: ) 
wird dann. bei geeigneter Wahl der Anfangswerthe der Integrale »,. «, in 
den beiden Punkten «', «@' verschwinden. | 
Hieraus folgt, dass bei dieser Bestimmung: 
I - 0. —)= 9-9, —-— m) =0. 

Die 9-Function ist gerade, d. h. sie erlangt denselben Werth, wenn gleich- 
zeitig beide Argumente ins Entgegengesetzte verwandelt werden; also ist auch 
9a, ii) 

oder, da die Punkte «, «” beliebige sind, so ist 
sobald die Argumente «,. #, eine gemeinsame obere Grenze haben. Die letzte 
Gleichung ist also als Aullösung der Differentialgleichungen 


du __ 9, du, _ f,(% 





dz  Y@,k,l,m)’ dz Y(z,k,l,m) 
anzusehen. 

Jede Function y = az-+b wird in zwei übereinanderliegenden Punkten 
der Fläche T gleich Null; bei der vorhin genannten Bestimmung der An- 
fangswerthe haben die additiven Constanten in den Integralen #,. , solche 
Werthe. dass 

+0, +%) = (0,0), 
wenn «', «@' solehe über einander liegende, d. h. zu demselben Werthe von 
s gehörige Punkte sind (s. $.23). Ferner haben dann die Integrale in den 
6 Verzweigungspunkten Werthe 

4%) = ((sni+ 80,14 &0,.), 2 (Br Et &022))- 

wo &, € Null oder I und 

tee, (mod. 2) 
s. Prym, theoria nova etc. p. 36, oder meinen Aufsatz über Doppeltangenten 
an Curven vierter Ordnung). Der Kürze wegen soll die 9-Function 


( , ! ! ! IN 
I U —- hu. — u —U;), 


vZ 
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da hier nie von elliptischen 9-Functionen (solchen mit einem Argumente) die 


Rede ist, mit 

3 (u—a —a 
bezeichnet werden. Die Function 9 (a -+-«'--«e") ist dann Null in den beiden 
Punkten —«’, —e”, oder, nach dem Früheren. in den Punkten. welche mil 
ce, @” respective dasselbe z gemeinschaftlich haben. 

Dies sind neben den bekannten Eigenschaften der 9-Funetion (Ab- 
handlung $. 17) die Sätze. die wir in den foleenden Entwicklungen nöthig 
haben werden. 

Untersuchen wir nun den Quolienlen 

Di I (u- u- -@ 

(u + u — ß 
Derselbe ist. als Function des Punktes x betrachtet. nur Null in « und un- 
endlich in 9; lg Q ist daher in beiden Punkten logarithmisch unendlich. Zu 
beiden Seiten der Querschnitte (a,). (a,) haben die 9-Funectionen gleiche 


Werthe: dagegen ist am Querschnitte (b, 


I(utW—a) = Ilu+rwW—-o).e "rue a 
— 2(utu.—PB)-— 
I(a+u—P) = Yutu—P).e u Du ed Dal 9 bl 3 
wenn wir durch die unter 9 angebrachten Zeichen --. die Werthe der 


auf positiver oder negativer Seite des Querschnittes unterscheiden. Am Quer- 


schnitte (b,) finden die Beziehungen statt 
Yu+u—u YlutruW—o)e 2 | 


r 
| \ - uU | {l / I» 
3 U 7 TI - P) — h U+u- ))\,e 2 HM, fr) it), 


Daher hat log Q, wenn wir von ganzen Vielfachen von 275 absehen. an den 


Querschnitten (a,), (a), (b,),. (b,) respective die Periodieitätsmoduln: 


> 


0, 0, +2 (, — Pi), +2 — Pr). 


Dieselben sind von der Lage des Punktes = unabhängig; ist O, der Werth 


von Q für eine andere Lage, etwa «”, dieses Punktes. so hat daher le0--1e®, 
an allen vier Querschnitten die Periodieitätsmoduln Null: ferner ist diese Dif- 
ferenz,. oder lg. als Function von # betrachtet, überall endlich. da Q und 
), nur gleichzeitig. und dann von derselben Ordnung. Null oder unendlich 


werden, mithin ist IE Q—1gQ, von « ganz unabhängig; leQ muss, da es von 
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„ „erade so abhängt wie von a, die Summe zweier symmetrisch gebauten 
Ausdrücke sein. deren einer nur von #, der andere nur von w abhängt; sei 
s, der in »’ stattfindende Werth von z, so ist IgQ die Summe zweier In- 
teerale dritter Galtung. mit den oberen Grenzen 3 und z,. welche wie 
ı(z, k.l.m) verzweigt sind und es muss eine Gleichung geben von der Form: 


’ t__. 2 f(z2)dz : (2)dz 
1) 1 flchme) _ fr Pod fe PO Coma 
”(u+u—P Me. v(z,k,l,m) .« v(z,k,l,m) 


-; 
Wir bestimmen nun zunächt die rationale Function f(z). Der Ausdruck: 
d, Ju+u—ao, l(z 

dz Kar (u+u—# (2, k, I, m) 
is! von z, unabhäneie. Wir wählen. um ihn zu bestimmen. z, so. dass 
MH N + 0.0). 


Dann sind Zähler und Nenner von Q gleich Null und es muss: 


C | ’ \ 
d u tu —o) 
ET Prl Be 
dze "Ilu-tu vB 
: ‚ . dd(u+wW—a ’ d$(u-+-u—/# 
vu-u—D : -— U(u u —  — 
dz dz 





—— EIN 

nach der Regel behandelt werden. wie der Werth von Brüchen von der Form 
() . . . vi T | ill i 
bestimmt wird. Wird Zähler und Nenner zweimal nach z dilferentiirt. da 


nach einmalieer Differentiation noch beide Null sind. so entsteht: 


d$u- u" —a UI (u+W"— 
( ’ u Bi ne j nn E 2 Fr 
d u u —ı & dz dz 
> a, ide ai bo 


2 ds 





> N ) 


o A 
rt —B - dY(u+W—e) - da (u+-W—P9 


r ae u " 


Hier ist rechts +, =, +, —=0 zu ‚setzen. 


d3(u+wW— a ; \ l 
=. _—. 77 - (&(-o\o,(23\)+-9(—o)o[32)) —— 
en vr ‚Fi /F2\®)) Vez,h,l,m 
wenn 
dF a ( dF Ö,, vd, ( 
— u le), ieh 
l - 
de, dv, 
eeselzt wird. Ferner 
U$u+-u—a 
| Tr 
4.) | = {9 -2)gi(2) +29 2.(-e)ypı(2)p(3) +2) p;(2)) Boa 
| FT ı\$ “U12 ı\P/y2\®, 2,2 \ TINTE EM) 
m (2  d o,(2) 
4-1 (—a Fı\ -+ 9.0) —— A A 


ds y (2, k, I, m 
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Dies liefert den Werth für f(z). welcher in (1.) einzuführen ist llier be- 
. i d’a(v,v, 
zeichnen 9,,(e). etc. die Werthe - nn, elc. Bemerkenswerth wird 

[se 
diese Formel, wenn der Punkt 5 mit dem Punkte « ein gemeinsames z hat. also 


o, 1 1. U; r Ib] (), () 
ist. Hierfür soll auch allein die fertive Formel hinseschrieben werden. zumal 
bei den analogen Entwicklungen für mehr als vierfach periodische Funetionen 


der dieser Annahme entsprechende Fall zueleich der alloemeinste is! 


Ju u — a 

Wir betrachten dann den Quotienten O = -, ‚ und schreiben 
Vu +-u Ü 
ö Yu+u—o 2 f(z, a)dz / :ı f(z,a)dz ’ 
>, lo - / / / / | C'onst 
’Ju-+u 14 . Y\S, k, (‚m ‘ v(z,k,l,m 
Berücksichtigen wir. dass 
$(—o -$ (a I,(—0 I,(o 

1-0) =Y1ıle). Ya Frl), , 0 I, 


so entsteht aus (2.). (3.), (4.): 


( > ( [4 

a . Yııla)g!(z Yı2[la)2op,(2)« (2 ıJ a)‘ 
6. f(2,a Fı\@. Fi h: 
Fr, p,(? I(c p, 


In der That ist der Nenner von f{z,a) Null für z= «a: denn da #« V. 
d$ a 
so ist auch ——— oder 
da 
I, p,(a)- Il p(a) = UV 


Wir kommen nun zur Bestimmung der additiven Constanten in /D. 
Hierzu machen wir von foleender Eisenschaft der 9-Funetlion Ge 
brauch. die sofort aus ihren bekannten Eigenschaften (Abhandlung $. 17) her- 


voreeht: sind nämlich m,. m, eanze Zahlen. so ist: 


( * s 
3(v, - md ı MA, 2 Mm Mol; 
— (me, rm,d,)- m, dıı Zmna, -Nn dan ’ 
> “ “ 
{ var, ut 


Sind { und £, zwei Verzweigungswerthe von v(z, kb, /,m). und werden 3, 2 


sleich Z und {, gemacht, so ist: 


au ur = 4m i+m a + mA, ;: 
un = 4m ui + m Aa, + ma 
Mm. My. mM. m; ganzen Zahlen. Daher ist für diese Werthe von z und z; 
Fu W"— a Ya—u u’ 
u u — a Ya-tu-+ uw 
2 (m (a —u,—u,)-+m,(e@,— u,—u),)) + m?aı,ı + 2m, m,a, 2 +m:a 


€ 


a 
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oder mit Benutzung der Werthe für «+: 

3(u-tu— ea) i ‚ a 

lg - — Am + ?m, 0. — ( mm, —- mM, Mm, )TTe. 
Y(u+wuW-+e) ’ 


Die vollständige Formel (5.) lautet daher: 


3 (u u —o 
' en A ee 
\ Y(u+uW-e) 


(2, a)dz af ,, ‚ 

| / ] I / nn + mt + 2m;0: — (m, m, + mm, ) 1; 

v(,Kk,l,m) J v(z,h,l, m) N 272 
„1 

hierbei müssen Z und {, zwei von einander verschiedene Verzweigungspunkte 


= 
_ — 


sein. Sobald nämlich © =[,., ist für 3=L£, 3, ={£:; 
u +%,%+%) = (0,0); 


haben jetzt im Verzweigungspunkte £ #, und @, die Werthe: 


9. (EHEM Ft): (8 + 80,54 &,dy2)» 
so sind Ia-+uW—e)=Yaut+n+e)— 0; der Quotient beider Grössen muss 


v . f 0 
nach der Regel behandelt werden für Brüche von der Form o; und hat 


jetzt den Werth 


de a +48, , 
-P r , 
Wird le’—1 i geselzt. so lautet jetzt die vollständige Formel (5.): 
”(utu—o : f(z, a)ds 'zı f(z, a)ds Rh 
10 ig 2 ——; / K ut f KT - de, a, + 4, + nt. 
”(utW+e . v(z,k,l,m) . v(2,k, 1, m Aue 


Aus den Formeln (8.) und (10.) kann man die Werthe der ganzen Integrale 

dritter Gattung entnehmen: als ganze Interrale sollen die von einem Verzwei- 

sungspunkte I bis zu einem andern erstreckten Integrale bezeichnet werden. 
Aus (10.) folgt. wenn 3s= 3,» gesetzt wird. und »; einen von { 


nn - l / 


verschiedenen Verzweigungswerth bezeichnet, in welchem #,. ”, die Werthe 


haben: 
MM NUhıt mo), (mm +nGıt Mm Aarn2)s 


11. 


' al" f(z, a)dz / 
12. 2/ EN. — 4 N —E,)Aı 4(m— &)0r. 


y(3, k, I, m) 


{ 
"f(z, a)dz j- dz 
v(z,k,l,m) Jaz—a 


Unser Inteeral kann daher um ganze Vielfache von 27: verschiedene Werthe 


| De 


= a IS 


di 


In der Nähe von 


ı 


PT (u --u'—@) . 
erlangen: dasselbe gilt für lg Bere und es können daher auf der rech- 
’ -Iur+u-a 
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ten Seite von (12.) auch solche Vielfache addirt werden. Durch Division mil 
2 würde dann unser ganzes Inteeral in (12.) möelicher Weise um 


Werthe erlansen. und dies darf. wenn das Vorzeichen von | 
ist. nicht stattlinden. 


i andere 
z. k.l.m) fixir! 
Die genauere Bestimmune wäre durch die Formel (8 


möglich. indess werden wir später auf anderem Wege kürzer hierzu eelaneen 
Ist z 


a selbst der Verzweigungswerth [, so haben «,. ©, die Werthe 
9.) und es ist: 
Y(Ku+W— a 
Io 
\ (u “lu 
19 Ä 
Ä : Re lm + - a) tr, + 0 — 0 et, £ 


DU u El 


von eanzen Vielfachen 


von 27 aboesehen. 


Daher ist jetzt 
14. fi2. a De, ( 


Wir haben bis jetzt den Ausdruck 
»(utwW— a WAR? H u 
lo loo - 
JYu+-u+a Va; u Ti 


als Funelion von z und z, betrachtet. 


Derselbe hat. als Function 
oesehen. eanz ähnliche Eigenschaften. 


von a an- 
Er ist dann ein Inteeral dritter Gattung 
welches in den vier Punkten logarithmisch 
wird. die zua=z, a=z, in der Fläche 
den Querschnitten (a,). 


aber nach «a integrirt. unendlich 
T oehören. 
die Periodieitätsmoduln Null 
die Periodieitätsmoduln: 


Dies Inteoeral hat an 
da. 


(oder eanze Vielfache 
von Zn). an (b,). (br 


Das Integral kann daher als eine Summe zweier Integrale angesehen werden. 
von denen das ersie nur in a logarithmisch unendlich wird. und an den 
vier Querschnitten (a,), (@,). (b,). (b,) respeclive die Periodieitälsmoduln ha! 


0. ©, Au. Am. 
Das zweite Integral muss dann in @«=z, logarithmisch unendlich werden. und 
die Periodieitätsmoduln 


0. 0. Au. 4m 


Jedes dieser Integrale hat also genau die Eigenschaften. wie die vorhin 
entwickelten Integrale, nur «a und z, oder respeclive « und 


haben. 


z, mit einander 
vertauscht. Setzen wir (nach (6.)): 
£ 2 I u)p (a) + RI: u)p,(la)p, (a I.2(u)gp, (a 
15. a (u) yp, (a 3, U), (a 
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so muss sein: 


Ä Iutu—e) [' fCa,z)da | / “fla,z,)da C Ä 
nt un —. — + Lonsl. 
OI(u+uw-e) . v(a,k,l,m) . v(a,k, |, m) 


Der Werth der Constanten bestimmt sich einfach. wenn wir als Anfang der 

Inteeration den Verzweigungswerth { nehmen, in welchem «,. «, die Werthe 

9.) haben. Dann ist der Werth der linken Seite nach (13.) eleich 
i+re u +) +2:( +); 


die vollständige Formel ist folglich: 


(u+uW"— oe) 
\ -y»(u+ruW—a 


l ı e 


“ fla,z)da “ fla,2,)da , ; 
/ / er 7 za a / wer; z .. Be, U, TU) 28,(U, T %) Tr ’Ü. 
I YWakhi,m) .. v(a,k,l,m .. 


\ 
} 


16. 


Die Vergleichung dieser Formel mit (8.) oder (10.) giebt die Vertauschung 
von Parameter und Argument für Integrale dritter Gattung. Man kann aber. 
und dies ist bemerkenswerth,. die Gleichheit von nur zwei Integralen her- 


stellen. statt der Gleichheit von Summen zweier Integrale. Legen wir in (10. 


in 


den Punkt z, nach £, so wird nach (14.): 
fla,2,) = ?apı(a) +2: (a 
und wir erhalten: 


°2 (2.4 dz 
S SED 00, +Ane, 
I Veh, m) # 


“ fl(a,2)da Sea (a)+E@,(a) | 
/ — -; 2/ A THFAT, a+2e, ut) +2&: (+9). 
. } 


a, k, Tl, m = v(Ca,k,l,m 


- “ 


Rechts fallen die Werthe von «,. «, heraus. da z, gleich { ist, und es entsteht: 


m "= f(z, a)dz : s ‘a f(a,2)da r ‚ 
IT. / ee Ii..2. —— 2m - RU = / BAG —— — 28 0, — 28,05. 
 Y(z,k,l, m Po & v(a, k, l, m) 


Diese Formel liefert jetzt auch die genauen Werthe der ganzen Integrale. 
Legen wir nämlich z nach dem Verzweigungspunkte „7, in welchem «,. #, 
die Werthe (11.) besitzen, so ist. analog (14.): 

fla,z) = 27, Yı(a)+ 27, (a 
und die Ausführung der Formel (17.) ergiebt: 


cd, ’n fi s.a\)dz 2 k 
ML A u ee = u L w. iR \ ; 
\ IS. / y 2. k. I. m) ni 2 ı €e,)0, 7% 12 €) j ((&9ı | Ei 9/ı, | \*2 7a #1ja )at. 


Wie schon erwähnt. ist: 
t+eryeenmtnmnm=1. (mod. ?2); 
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lie Integrale können nun immer um beliebige ganze Vielfache von 277 ge- 
ändert werden; addiren wir, was daher erlaubt ist. auf der rechten Seite von 
IS.) den Werth 

meet RE + NM TtNN)- 


so eeht (18.) über in: 


id 9 ERICH RER 
(ms) +2 me) + le +tn)(at+ m &+n)(&-+9,)) 700 


i- 


ji 
Der Factor von -r ist congruent 1 oder O nach dem Modul 2, je nachdem 
/- 7 
eine gerade oder eine ungerade Charakteristik hat. mit Charakteristik nach 
Riemann den Complex bezeichnet: 
(+ &+m\ ( —n\ 
\etn' eo +n,/ >—6/ 
Aus diesen jetzt entwickelten Formeln kann man die Darstellung der Integrale 
zweiter Gattung entnehmen. Hiermit. sowie mit den Ausdrücken der Inte- 
grale dritter Gattung der allgemeinsten algebraischen Funetionen will ich mich 
ein anderes Mal beschäftigen. 


Halle. 1865. 


I! 











Beitrag zur Theorie der ebenen Rouletten. 
(Von Herrn R. Hennig zu Gnesen.) 


Roi auf einer ebenen Curve als Basis eine andere ohne zu gleiten. 
so beschreibt jeder mit der letzteren fest verbundene Punkt eine gewisse Bahn. 
Roulette genannt. 

Betrachtet man beide Curven als Grenzen von geradlinigen Polygonen. 


so ist die Roulette Grenze eines Polveons von lauter Kreisboren. woraus 


folgt. — da der Kreisbogen und die Roulette in dem entsprechenden Punkte 
dieselbe Tangente haben —. dass die Normale einer Roulette in einem be- 


stimmten Punkte derselben steis durch den augenblicklichen Berührungspunkt 
der Grund- und Rolleurve hindurchgeht. 

Ist dieser zugehörende Berührungspunkt, wie hier vorausgesetzt wird. 
für jeden Punkt der Roulette bekannt, so ist durch ihn die Normale und also 
auch die Tangente für jeden Punkt der Rouleite bestimmt. 


Im Folgenden soll zunächst die Bestimmung und einfache geometrische 


Construelion des Krümmungsmittelpunkles — als des Schnittpunktes zweier 
ınendlich nahen Normalen — für einen beliebigen Punkt einer Roulette her- 
oeleitet werden. wenn ausser dem zueehörenden Berührungspunkte noch die | 


krümmungskreise der Grund- und Rolleurve in demselben gegeben sind. 

Die Anwendung dieser Construclion auf die einfachen Kreisrouletten 
wird zu Folgerungen führen. deren Verallgemeinerung den weiteren Inhalt | 
dieser Notiz ausmacht. 

I. Construction des Krümmungskreises beı Rouletten. 

4. Es werde zunächst der Fall betrachtet, in welchem die Grund- 
und die Rolleurve Kreise mit den Radien AR und r sind. und der die Roulette | 
als Bahn beschreibende Punkt P auf dem Umfange des rollenden Kreises liegt. | 
also der Fall der gewöhnlichen Kreisrouletten (Epi- und Hypoeveloide). 

Alle Punkte des rollenden Kreises beschreiben congruente Rouletten. 
jedoch in anderer Lage; insbesondere beschreibt der dem Punkte P diametral 
gegenüberliegende Punkt des rollenden Kreises Q, der Gegenpunkt von P, 


eine Roulette, welche in Bezug auf die Roulette des Punktes ? deren Gegen- 


roulette heisst. | 
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Ist @ der augenblickliche Berührungspunkt. so ist der Winkel PGO 
immer ein Rechter, also die Tangente der Roulette in P parallel der Normalk 
der Gegenrouleite in Q und umgekehrt. Die Tangenten beider Curven in 
P und Q schneiden sich auf dem Rollkreise in T, dem Gegenpunkte von 6 

Dann hat man den Satz: (Fie. 1. 

Die Verbindungslinie des Slittelpunktes M des Grundkreises mit dem 
Gegenpunkt Q von P schneidet die Normale PG im Krümmungsmittelpunkte R 
für den Punkt P der Roulette. 

Beweis. Es is! zu zeigen. dass 
K der Durchschnittspunkt zweier un- | pP ns 
endlich nahen Normalen der Roulette im 0 m. 
Punkte P ist. P’ sei ein Punkt der wu @ 
Roulette in der Nähe von P, 0" sein / | | Q' 
(regenpunkt, @' der zugehörende augen- W 
blickliche Berührungspunkt, T’ der Ge- PR 
senpunkt von @. Man ziehe die Nor- I NT 0 
male P’@, welche die erste Normale in | RK N” 
K" schneidet und selbst von MO’ in K \ L, 
eeschnilten wird; ferner ziehe man KK, SA 
O0’ und die Tangenten TO und TO’, 
welche sich in 0” schneiden. Die bei- 
den Dreiecke O0”O’ und KK’K' sind einander ähnlich. weil ihre Seiten be- 
ziehlich parallel sind. Es ist nämlich PGKK” parallel TOO’, P@RKTR 
parallel T'O’O’ und, weil MK: MO = MG: MT—=-R:R+?2r = MG’: MT 
HK’: MO’, auch KK’ parallel 00’. Aus der Achnlichkeit der Dreiecke O0" 
und KK’K’ und ihrem constanten Verhältnisse folgt. dass sie eleichzeilig 
unendlich klein werden. also ist A die Grenzlage von K’, wenn der Punkt 
P° sich dem Punkte P und somit 0’ und ©” sich dem Punkte O als Grenz: 
nähern. Also ist AK Mittelpunkt des Krümmungskreises der Roulette für den 
Punkt P*). 

Aus dieser Herleitung ergeben sich auf einfache Weise folgende be- 


kannte Beziehuneen. 


*) Auf andere als die obige Weise hergeleitet geben diese Üonstruction: ron 
Gerstner Handbuch der Mechanik. Wien 1834. Band 3. S. 42 und 43,  Zehme. 
Elementare und analytische Behandlung der verschiedenen Cvcloiden. Iserlohn und 
Elberlfed 1854. 
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I. Die Evolute einer Kreisroulette ist eine der Gegenroulette ähnliche 
und mit dem Mittelpunkt des Grundkreises als äusserem Aehnlichkeitspunkt ähn- 
lich liegende Curve, der Grösse nach sich zu dieser verhaltend wie A:R+?r, 
wo das obere Zeichen für die Epieykloide, das untere für die Hypoeykloide gilt. 

2. Der Krümmungsradius o hat die Länge 


= vı 'W r u Pi ° W E 
o=PK=PG+GK=TV0+GK = Rah (1+-,) 


3. Da der kKrümmungsradius gleich ist der Länge der Evolute von 
Punkt A bis zu ihrem Scheitel A, und diese Evolute wieder eine Kreis- 
roulelte ist. so ist in dem Obigen zugleich die Rectification der Kreisrouletten 
enthalten: und zwar verhält sich der Bogen der Evolute von K bis A zu der 
Strecke GM wie 21 + =) zu 1. Die Strecke GA (PT) hängt bloss von dem 
Radius des rollenden Kreises der Roulette und der Grösse des Wälzungswinkels 
ab. Daher ist die (algebraische) Summe zweier solcher entsprechenden Bogen, 
eines Epieyeloidenbogens und eines Hypoeycloidenbogens,. welche von dem- 
selben Kreise beschrieben werden, der auf den beiden Seiten eines anderen 
rollt. und demselben Werihe des Wälzungswinkels entsprechen, gleich 4G@K 
und unabhängie von dem Radius des Grundkreises. Lässt man den Kreis sich 
beiderseits zur Hälfte abrollen. so wird GK gleich dem Durchmesser des Roll- 
kreises der Roulette, also wird die Summe beider Bogen achtmal so gross 
als dieser Radius. Lässt man den Kreis sich einmal abrollen, so beträgt die 
Summe beider Bogen das Sechszehnfache des Radius des Rollkreises. 

Das Verhältniss r kann ganz beliebig sein. auch seinen Werth wäh- 
rend des Rollens ändern, ohne dass sich die Summe der Längen beider Rou- 
leiten ändert; d. h. die Basis kann irgend ein Kreis sein, aus Kreisbogen 
bestehen. die stelig in einander übergehen, oder irgend ein beliebige Curve 
sein. deren Tangente ihre Richtung stetig ändert; man hat den Salz: 

tollen zwei Kreise mit dem Radius r beiderseits auf irgend einer 
Dasis von der Länge Ara, so beschreiben die Punkte, in welchen dieselben 
enfänglich die Dasis berühren, eine aus zwei Bouletten zusammengesetzte ge- 
schlossene Bahn von der Länge des Sechszehnfachen des Radius des rollen- 
den Kreises. 

Der Inhalt der von dieser Curve umspannten Fläche ist ebenfalls von 
der Gestalt der Grundeurve unabhängig und gleich der sechsfachen Fläche 


des rollenden Kreises. was sich aus Steiners Arbeit „Ueber den Krümmungs- 


schwerpunkt ebener Curven’, dieses Journal, Band 21, ergiebt. 








- m 
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B. Liegt der die Roulette beschreibende Punkt nicht auf dem Um- 
fanee des Rollkreises. so führt eine der obigen ähnliche Construelion zur Be- 
stimmung des Krümmungsmittelpunktes. 

Man ziehe (Fig. 2) im Punkte P der 
Roulette die Normale PG und errichte in G auf 
PG eine Senkrechte, welche die Gerade Pm in P 
0 trifft, dann schneidet die Gerade QM die 
\ormale PG im Krümmungsmittelpunkte I. p’ 

Es sei P’ ein dem Punkte P benachbarter 
Punkt: P’@ sei die Normale im Punkte P’ und ING Q 
nf, J 
(Yr 
dem Punkte @’ des Grundkreises zur Berührung Ze & 
velanet. Construirt man P’'m@G congruent P'n’@', G Ne 
so ist Winkel PmP” oleich Winkel @’m@ gleich 


dem Zuwachs % des Wälzungswinkels und dem 


Gm ’ ıy 
NG h. Die 


heiden Normalen PG und P’@' schneiden sich 


(' sei der Punkt des Rollkreises. welcher mil 


entsprechend ist Winkel @H@’ gleich - 


im Punkte K'. 

Es ist die Grenzlage zu bestimmen. der sich K’ nähert. wenn P’ sieh 
dem Punkte P ohne Grenze nähert. Zu diesem Zweck kann man PK’P' als 
Kreissector betrachten. dann ist die Grenze von PK’ oleich der Grenze des 
Quotienten aus PP’ und dem zum Centriwinkei PK’P' und dem Radius Eins 
vsehörenden Kreisbogen. 

Fasst man den Grund- und den Rollkreis als Grenzen geradliniger Polv- 
gone auf, so ergiebt sich die Länge des Bogenelementes PP’ der Roulette als 
Länge eines Kreisbogens,. dessen Radius eleich PG und dessen Centriwinke! 
gleich ist der Summe oder Differenz der Aussenwinkel der Polvgone. Die Tan- 
venten in den Punkten @ und @” machen einen Winkel oleich %, die Taneenten 


: . er R . Gm “ } 
in @ und @ einen solchen gleich Tat Das Rollpolygon erfährt also eine 
d 1 
er / MG --Gm Mm a 
Drehung um den Winkel u 7 Tue gleich 77 m eine Ecke. deren Ab- 
: ‚ 7 l I 


stand von @ für kleine Werthe von h von der Ordnune der Grösse A ist. Es 
ist also bis auf Grössen zweiter Ordnung in Bezug auf h der Bogen PP’ oleich 


Mm 
Y > a 
Gl GH h. 


Der Winkel PK’'P', der im Nenner des Ausdruckes für PK’ steht. ist oleich 
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it 2 ® u ER . e Gm ' n 
Winkel @M@G plus Winkel P’@P: der erstere ist gleich % Gi’ die Grösse 
Zi 
des zweiten ereiebt sich aus den Dreiecken GPP’ und PmP'" als eleich 
r . h Pm . ’ ’ 
sa -— sinP'PG 


2 P'G 
oder bis auf Grössen von der Ordnung A’ gleich 
Pm ! Pm 
h cosmPG eleich h ——: 
PG Ar PO 
Seizt man diese Werlthe ein. so erhält man: für immer kleiner werdende 
Werthe von Ah nähert sich PK’ dem Grenzwerthe 
GP.Mm.PO 
Gm.PO -- GH.Pm 


Dieses ist aber genau der Werth von PK, der zufolge der obigen Construction 


PR 


erhalten wird. 
setrachtet man nämlich MO als Transversale des Dreiecks PGm, so ist 
PK.GM.mO = GK.mil.PO, 
GER: PK- PG, 
PK(GMH.mO— mil.PO) = — PG.mMH.PO, 
Ph (Gm.PO-+@GIW.Pm) = PG.mil.PVO. 
Hiermit ist die Richtigkeit der oben gegebenen Construction dargethan. welche 
bisher noch nicht bekannt gewesen zu sein scheint *). 

Man kann also eine unendliche Anzahl von Kreispaaren construiren. 
für welche als Grund- und Rolleurven die Rouletten im Punkte P die Nor- 
male und den Krümmunesradius gemein haben; es ist dazu bloss nöthig. dass 
für jedes Paar sich nach obiger Construelion derselbe Punkt AK ergebe. Es 

Fig. 3 werde hier die Schaar aller Wälzungskreise betrach- 


tet. welche die Normale in denselben zwei Punkten 


na schneiden und denselben augenblicklichen Berüh- 

year Ge rungspunkt haben. Der geometrische Ort der Mittel- 
punkte » (Fig. 3) ist die Normale auf P@ durch m. 

N | A / der Ort der Punkte Q ist die Gerade G@0, die ent- 
X_ Ne | sprechenden Punktreihen m» und 0’ sind durch den 
j ER ; ie Punkt P vrojectivisch ähnlich. Zieht man m’G und 
TR O'K, welche sich in M’ schneiden. so ist der Ort 
KK Sy von MW der Durchschnitt der beiden projectivischen 


Strahlenbüschel (@)m’ und (K)0', deren zwei enl- 


| Liouville, tome A, pag. 150. Salmon, Higher plane curves p. 216. 
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sprechende Strahlen GP und K@G zusammenfallen: dieser Ort ist demnach eine 
Gerade senkrecht auf P@. Insbesondere ist in dem Durchschnittspunkte dieser 
Geraden mit PG der Mittelpunkt des Grundkreises eonstruirt. auf welchem ein 
Kreis mit dem Durchmesser A@ rollen muss. damit der Punkt P eine Curve 
mit dem Krümmungsradius PA beschreibe. 

Umeekehrt ergiebt sich hieraus die Construction des Krümmunesmiltel- 
punktes für den Fall, für welchen die obige Construction den Dienst versaet: 
Wenn die Punkte Pf, m und M in gerader Linie lieeen. ziehe man durch m. 
( und M Senkrechte auf PG, ziehe beliebig Pm’0' und m’GM', so schneidel 
#0’ die Normale PG im Krümmungsmittelpunkte M. 

Statt der drei Parallelen durch m». @. M kann man sich auch bei dieser 
Construction dreier Geraden bedienen, die durch jene Punkte gehen und sich 
in demselben Punkte ausserhalb P@ schneiden. wovon man sich überzeuet. 
wenn man von einem Punkte des Raumes aus die voriee Construelion auf 
eine durch die Gerade P@ gehende Ebene projicirt. 

Da die Ellipse auch zu diesen Kreisrouletten (B.) gehört, so ist hiermit 
eine neue Construction des Krümmungsradius der Ellipse gegeben. 

©. Für die allgemeinen Rouletten erhält man den Krümmungsradius 
für einen beliebigen Punkt, indem man an Stelle der Grundeurve und der 
Rolleurve deren Krümmungskreise im augenblicklichen Berührungspunkte sub- 


stituirt und die für den vorigen Fall angegebene Construction anwendet. 


Il. Umfang und Inhalt von zweiseitigen Rouletten. 

Rollen zwei symmetrische ebene Curven als Rolleurven auf verschie- 
denen Seiten einer anderen Curve als Grundeurve, welche sich auf dieser 
stels in entsprechenden Punkten berühren, so mögen die beiden Roulelten. 
welche von einem mit der einen Rolleurve festgedachten und seinem svm- 
metrischen mit der anderen festvedachten beschrieben werden. in ihrer Ver- 
einigung eine zweiseilige Roulette oder Doppelroulelte heissen. 

Ein specieller Fall bot sich oben dar, wo beide Curven Kreise waren 
und der beschreibende Punkt auf dem Umfange des rollenden lag: es wurde 
auch der Salz bewiesen, dass bei beliebiger Basis der Umfang einer solchen 
durch einmaliges Abwälzen erzeugten Kreisdoppelroulette gleich dem Sechs- 
zehnfachen des Radius des beschreibenden Kreises sei. 

Es soll nun gezeigt werden. dass der Umfang und der Inhalt einer 
Doppelroulette unabhängig ist von der Gestalt der Grundeurre. 

Jonrnal für Mathematik Bd. LXV. Heft ı. S 
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Je zwei entsprechende Punkte der Doppelroulette liegen symmetrisch 
vepen die Tangente der Grundeurve im augenblicklichen Berührungspunkt; die 
Verbindungslinien jener Punkte mit diesem sind Normalen der Doppelroulette: 
also ist diese die Enveloppe einer Schaar von Kreisen, die ihre Mittelpunkte 
auf der Grundeurve haben, deren Radien nur von der Rolleurve abhangen 
und gleich sind dem Abstande des beschreibenden Punktes von dem augen- 
blieklich zur Berührung gelangten Punkte. Es erhellt dies, wenn man die 
Grund- und Rolleurve als Grenzen geradliniger Polygone ansieht. 

Vermöge dieser Eigenschaft kann man zu jeder Curve. deren Nor- 
malen sämmtlich eine andere Curve schneiden, eine entsprechende Curve con- 
struiren. so dass beide in Bezug auf jene als Grundeurve einer Doppelroulette 
angehören: Ziehe im Punkte P der Curve die Normale, welche in @ die 
Grundeurve schneidet, construire in @ die Tangente der Grundeurve, fälle auf 
dieselbe von P ein Loth und verlängere dasselbe um die eigene Länge bis P’, 
so ist der Punkt P’ der dem Punkte P entsprechende Punkt der Doppelroulette. 

Lässt man die eine Curve zu einem Punkte P ausarten,. so wird die 
Construction folgende: Fälle von P aus auf alle Tangenten der Grundeurve 
Lothe und verlängere dieselben um ihre eigene Länge. Man erhält also eine 
der Fusspunkteneurve des Punktes P ähnliche und ähnlich liegende Curve. 
doppelt so gross als jene, welche mit dem Punkte P als Doppelroulette aul- 
sefasst werden kann. Die Rolleurve ist symmetrisch der Grundeurve, der 
beschreibende Punkt der symmetrische des Punktes P. Mit dieser Eigenschaft 
der Fusspunkteneurven ist zugleich die Construction der Tangente und des 
Krümmangsradius für dieselben gegeben. 

Umgekehrt kann man, wenn eine Curve und in ihrer Ebene ein Punkt 
gegeben sind. nach der Curve fragen, in Bezug auf welche die gegebene eine 
Fusspunkteneurve ist; diese Curve ist die Enveloppe der zweiten Schenkel 
aller rechten Winkel. deren Scheitel auf der gegebenen Curve liegen und 
deren andere Schenkel durch den gegebenen Punkt gehen. 

Hiermit kann man die Aufgabe lösen: Welche Curve muss auf einer 
ihr symmetrischen rollen, damit ein mit ihrer Ebene festgedachter Punkt eine 
veoebene Curve beschreibe ? 

Nur für einen Kegelschnitt und einen Brennpunkt desselben als Pol 
ist die Fusspunkteneurve ein Kreis, also nur durch das Rollen zweier con- 
gruenter Kegelschnitte aufeinander, welche sich in entsprechenden Punkten 


berühren. kann auf diese Weise ein Kreis beschrieben werden, und zwar sind 
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die Brennpunkte des rollenden Kegelschnitts die Punkte. deren Rouletten 
Kreise sind. 

Fragt man nach der Basis, auf der eine Curve rollen muss. um beider- 
seits Kreise als Rouletien zu erzeugen, so ist diese auch ein Kegelschnilt und 
zwar ist der vorige Fall in diesem enthalten. 

Der oben ausgesprochene Satz über die Unabhängigkeit des Umfangs 
und Inhalts von Doppelrouletten von der Gestalt der Grundeurve wird zuerst 
für Polygone bewiesen und daraus für Curven geschlossen. Die entsprechen- 
den Seiten der beiden Polygone dürfen der Einfachheit wegen als beziehlich 
oleich angenommen werden. 

Ist nun an einer Ecke der Aussenwinkel des rollenden Polvgons durch 
seinen Bogen gemessen 7, der Aussenwinkel des Grundpolvgons an der ent- 
sprechenden Ecke o, der Abstand des bahnbeschreibenden Punktes r, so be- 
schreibt dieser Punkt, wenn sich das Polvgon ausserhalb um die Ecke dreht. 
einen Kreisbogen von der Länge r (7-0), beim Drehen innerhalb einen Bogen 
von der Länge r(rT—o), also ist die a/gebraische Summe beider Bogenelemente 
vleich 2rr, also unabhängig von der Grundeurve. 

In gleicher Weise wird die Constanz des Flächeninhalts geschlossen 
Der Flächenraum besteht bei zwei Polygonen aus zweierlei Theilen. die einen 
sind Dreiecke. die anderen Kreissectoren; die Summe der Dreiecke macht den 
Inhalt des rollenden Polygons; je zwei zusammengehörende Kreisseceloren haben 
die Inhalte r(r+0) und r(r—6); ihre algebraische Summe ist also gleich 
2r’r und demnach unabhängig von der Grundeurve. Die Hälfte der Summe 
der zweiten Theile lässt sich für sich zusammenhangend darstellen. indem man 
den Kreissector r'r auf den Aussenwinkel 7 abträgt. Geht dann das Polvgon 
in eine Curve über, so erhält man die Construction: Man trage auf die Tan- 
sente der Curve nach einer bestimmten Seite hin die Länge des Abstandes 
des Punktes der Curve vom beschreibenden Punkte ab. so ist der Flächen- 
raum, welcher von der so bestimmten Tangente überstrichen wird, plus dem 
Sector, begrenzt von dem betreffenden Bogen der Rolleurve und den Radien 
nach seinen Endpunkten, gleich der Hälfte des Inhalts der von dem Punkte 
beschriebenen Doppelroulette, während sich der bewusste Bogen auf irgend 
einer Curve abwälzt, Es ist hierbei angenommen, dass der Flächenraum der 
Doppelroulelte am Anfange und Ende durch die Normalen begrenzt sei. 

Zu bemerken ist. dass nur in dem Falle Umfang und Inhalt in dem 
gewöhnlichen Sinne genommen werden kann. wenn für alle entsprechenden 


7 


8* 





un 
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Punkte der Grund- und der Rolleurve die Krümmung der Rolleurve grösser 
ist als die der Grundeurve,. weil sonst sowohl Umfang als Inhalt der inneren 
Roulette negativ zu nehmen sind. Die Constanz des Flächeninhalts der Doppel- 
rouletten lässt sich übrigens unmittelbar aus der bereits erwähnten Arbeit 
Steiners „Ueber den Krümmungsschwerpunkt ebener Curven” herleiten. wo 
allgemein und prineipiell die Bestimmung des Flächeninhalts der einzelnen 
Rouletten ausgeführt ist. 

Mit Hülfe des bewiesenen Satzes gelingt in einigen Fällen die Recti- 
liecation von Curven und die Quadratur von Flächenräumen. 

Rollt eine Ellipse mit der grossen Axe 2a auf einer geraden Linie, 
so beschreibt jeder der Brennpunkte eine wellenförmige Bahn und zwar ist 
die Länge einer Welle gleich 2a, der Inhalt der von dem Bogen, der Geraden 
und den zwei End-Normalen eingeschlossenen Fläche 2a’. 

Beweis. Man lasse die Ellipse auf einer ihr congruenten rollen, so 
dass sich beide in entsprechenden Punkten berühren, so besteht die Doppel- 
roulette, welche jeder Brennpunkt beschreibt, aus einem Kreise mit dem Um- 
fange 4arn und dem Inhalt 4a’ und einem Punkte; daraus folgt die Richtig- 
keit der obigen Angaben, weil bei der geraden Linie als Grundcurve die 
beiderseitigen Roulelten symmetrisch sind. Ebenso ist die Rectilicalion eines 
bestimmten Stückes der Curve auf die Rectification eines Kreisbogens zu- 
rückführbar. 

Es möge noch der Fall näher betrachtet werden, in welchem die Roll- 
curve zwar auch wie in dem oben betrachteten Falle ein Kreis ist, aber der 
beschreibende Punkt nicht auf dem Umfange liegt, sondern sich im Abstande A 
vom Mittelpunkte befindet. 

Für zwei Polygone mit beziehlich gleichen Seiten, deren entsprechende 
Aussenwinkel 7 und o ein constantes Verhältniss #:r haben, verhält sich 


‚jeder beim Rollen ausserhalb beschriebene Kreisbogen zu dem entsprechenden 


beim Rollen innerhalb beschriebenen wie @-+0 zu r—o, also das ganze äussere 
Kreisbogenpolygon zu dem inneren wie R+r zu R—r. Dies bleibt gültig 
für den Fall zweier Kreise mit den Radien r und R, weil bei gleichen Bogen 
die Tangentenwinkel sich stets umgekehrt verhalten wie die Radien. Es ver- 
hält sich also bei denselben Grenzen der Wälzungswinkel der Epieykloiden- 
bogen zum Hypocykloidenbogen wie RA+r zu R-—r. 


Mit Hülfe dieses Satzes kann man die Rectification aller Doppelrouletten, 
bei denen die Rollcurve ein Kreis ist, auf die Rectificatiion von Ellipsenbogen 
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zurückführen. Wählt man nämlich R=?r, so ist die betreffende Hypocykloide 
eine Ellipse mit den Halbaxen r+A und r—%k; der zugehörende Epiey- 


‘ - 
2—1 
Also ist die Summe zweier entsprechenden Bogen einer Doppelroulette. be- 


kloidenbogen ist — 3 mal so gross als der entsprechende Ellipsenbogen. 


schrieben von einem Kreise als Rollcurve. viermal so gross als der ent- 
sprechende von demselben Punkte beim Rollen des Kreises innerhalb eines 


zweimal so grossen beschriebene Ellipsenbogen. 


(Gnesen. im Juli 1864. 
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Ueber die Anziehungscomponente eines geraden 
elliptischen Cylinders in der Richtung der Axe, 
wenn die Elementaranziehung irgend einer Potenz 


der Entfernung umgekehrt proportional ist. 
(Von Herrn F. Grube zu Hamburg. ) 





Da: Potential von Körperschalen, die von zwei ähnlichen Flächen 
zweiten Grades irgend welcher Art begrenzt werden, hat Herr Mehler (Bd. 60. 
p. 321 dieses Journals) nach der etwas modifieirten Dirichletschen Methode 
des discontinuirlichen Factors für den allgemeinen Fall bestimmt, dass die 
Elementaranziehung der p“" Potenz der Entfernung umgekehrt proportional 
Die sich ergebenden Formeln gelten zunächst nur für ein zwischen 2 und 4 
enthaltenes p; jedoch durch Vorausselzung eines etwas allgemeineren An- 
ziehungsgesetzes leitet Herr Mehler aus den Formeln für ein gegebenes p die 
entsprechenden für ein um zwei Einheiten grösseres her. Nun hat die in der 
Richtung der Axe genommene Componenlte eines geraden elliplischen Cylinders 
(welche ich kurz die X-Componente nennen werde) ursprünglich fast ganz 
dieselbe Form wie das Potential der von zwei ähnlichen Flächen zweiten 
Grades begrenzten Körper. Für das letztere hat man nämlich bei dem all- 
oemeineren von Herrn Mehler eingeführten Anziehungsgesetze, nach welchem 
das Potential der Elementaranziehung 


1 dm 1 dm 
EDER "zer ee (m 1 statt ie Ve an u 
p—1i (r!+w):(p-) p—I rn 


(N dx dy dz 
p- =; r-+w) a2) ? 


r' — (r—a)' r y—b) | 3—cC, y 


ist. folgenden Ausdruck 


Wo 


und wo die Inteerationen sich auf alle Werthe a Veränderlichen erstrecken. 


die der Unoleichheit 





FE 5 Bo er 
er + 2_ 1 — {| 3) 2 Zuy- + 2vz < << R 
a I} y 


senügen: für die A-Componente der Attraction des geraden elliptischen Cy- 
linders erhält man (ohne Voraussetzung des allgemeineren Anziehungsgesetzes) 
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die Differenz zweier dem vorstehenden ganz analogen Ausdrücke von der Form 


Ne Ku ne 
it Kap) ° 


r" = (y—-b) +(2—.c), 


Wo 


und wo die Integrationen sich auf alle Werthe von y, z erstrecken. die der 
Ungleichheit | 


y’ 22 
Diet Zr | 
ee ' m 


senügen. Die von Herrn Mehler eingeführte Grösse w bietet sich also hieı 
von selbst in der Grösse k dar. Es lag daher nahe auch auf den vermöge 
der Dirichletschen Methode ermittelten Ausdruck für die X-Componente des 
Cylinders, der zunächst für ein zwischen 1 und 3 liegendes p» gilt. die Meh- 
/ersche Methode anzuwenden. um daraus die Formeln für ein beliebiges p 
herzuleiten. Da die Resultate theils wegen ihrer Einfachheit. theils wegen 
ihres alleemeinen Charakters ein Interesse haben dürften, so erlaube ich mir. 
ihre Entwicklung im Folgenden auszuführen. — Ich werde wiederholten Ge- 


brauch von der Bezeichnungsart des Herrn Sarras machen. wonach das Zeichen 
ea; 
f(a 


dasjenige bedeutet, was man erhält, wenn man in f(x) für x den Werth ., 
einsetzt, und das Zeichen 


I f(@ 
Ir, : 


dasjenige. was man erhält, wenn man in f(x) einmal x,. dann ., setzt. und 


die beiden Resultate von einander subtrahirt. 


$. 1. 
Bestimmung der X-Componente der Attraction des geraden elliptischen Uylinders 
fürp=1 excl. bis p=3 incl. 

Die Halbaxen der elliptischen Basis des Cylinders seien «@, 9, die Ent- 
lernungen des angezogenen Punktes von der unteren und oberen Basis « und 
a,,. die Coordinaten desselben bezogen auf die Axen der Basis b und e. Die 
X -Componente werde, wenn die Elementaranziehung umgekehrt proportional 


der p"” Potenz der Entfernung ist, durch X, bezeichnet. Man hat zunächst 


\ dydz 
1.) A, 2 a? Mu Ic +’ Lk); Kp—1) ? 
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wo das Substitutionszeichen sich auf den Buchstaben # bezieht. wo 


> \2 


r = (y—-b) +(2—ec)", 
und wo die Grenzen der Integration durch die Ungleichheit 


ER 
a’ fo 
bestimmt sind. 

Wendet man auf diese Formel die Dirichletsche Methode des discon- 
tiinuirlichen Factors an, und verfolgt genau den von Dirichlet zur Bestimmung 


des Potentials des Ellipsoides eingeschlagehen Weg. so erhält man 

















RER h b’ een 
. ao 97371 (4 _— En PER \ — ) ds 
>) Y a; Ur naß s a — s 5 —S- 
A,—=| Ei Da Teer man ae rss 
| {>} ! ea ( q ] @ 8 fe] | 
In2 er( 2 T = ) 0 
wo o die positive Wurzel der eubischen Gleichung 
k b° ri 
I. l— — 0 
s a’—+Ss PS 
bedeutel. 


Diese Formel gilt ihrer Herleitung gemäss von p=1 excl. bis p= 93 
excl. Um nun X, nach der Mehlerschen Methode für jedes p zu erhalten. 
müssen wir zuerst die Gültigkeit dieser Formel für p = 3 inel. nachweisen. 

Ich zeige 1) dass der durch Gleichung (1.) definirte Ausdruck A,. 
2) dass der auf der rechten Seite von (2.) stehende Ausdruck in der Nähe 
von p=3 stelige Funetionen von p sind. Ist beides erwiesen. so gilt die 
Formel (2.). da sie für p=3-—0d gilt. wo d beliebig klein sein kann, auch 
für p= 9. 

I) Ist fi@,p) eine stetige Function von p. und hat die Differenz a—b 
einen endlichen Werth. so ist auch /r x,p)dx eine stetige Function von p. 

h 
Wendet man diesen bekannten Salz zweimal auf das Doppelintegral für X, 
in (1.) an. so ergiebt sich die Richtiekeit der Behauptung. dass X, eine stetige 
Funelion von p ist. 
1 


er 


ist für p= 3 eine stelige Finelion. Um zu zeigen. dass das Integral selbst 





2 Der vor dem Inteeral in /2.) stehende Factor 


eine stelige Funelion von p in der Nähe von p=3 ist, selze ich einmal für 


p den Werth 3 und zweitens den Werth 3—J, und zeige. dass die Dif- 
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’ RE . BE: yon r cn EB. LE . \ | r 
ferenz der resullirenden Inteerale eleichzeitis mit d eeven Null abnimmt. FE 


ist also zu zeieen. dass das Inteoral 


[1 
in welchem 


oeselzt ist. für gegen Null abnehmende Werthe von d verschwindet. Währen 


— 


s von 0 bis » wächst. nimmt F/s) die Werthe von OÖ bis x an Selzen 


wir Fils s;. so wird 
f ds, (1 S 
J j | | 
f sg 
0 


& 8 j ‚y ” ' hr r * rn } 2 II If N I, " 
Ber Ausdruck deı unelıon (£\8 zeiot mıl Hülle von I. .„ dass dk 


EL | Or 
dem Intervalle ss, =O bis s, © oder s bis s x stels positiv bl 


iperall | 


auch an den Grenzen endlich ist. Demnach ändert der Fae!l 
unter dem Inteeralzeichen von J innerhalb der Inteeralionserenzen sein 7 
nicht. und es ist daher 


I=R./ 
. I. 


n r aim I " E ‘ > th vr 4 z—umdn. , » 1 Fir rn | nr = 
Wo R ein ZWISCHEN dem innerhalb deı ınleoı ttıonserenzen slalllındend« 


Yf 
i 


mum und Minimum von 1—s} lievender Werth ist. Das Maximum von | 


fı \ « I 1 - | 2 \ ne A’artl f « 1 # \ ,ye 1 I » Yo. ’ \ 
Iindet statt für den kleinsten Werth von s,. also an der unteren Grenz« 

1. I PETE v7 Bi 1 nr anni f ' ’ 1} nAan i 

Hınımum an der oberen Grenze. Da nun das Nullwerden von 


wie das Uı SEI NE ED une a Bi en > 
\\ıe das nentilchnWerden von S uNnapnanoı IS! von dem ‚' CeTSCHIWINGEeN Y 1 


(y 
un 


und also s/ für d=0 auch an den Grenzen den Werth 1 behält. so sie 


1 
Den \ 1 . u... z F | | | 
7 Tu’ , | , , . ” a 
nach hat also R und auch J den Werth Null. und die linke Seile von 
Ss daher stelie his pP 3; inehisive 
S. 2 
Bestimmung von X, für ein beliebiges p. 


Aus (1.) ereiebt sich die auch für p | eültive Relatıo 


? dX 
>. A - 


pHIT dh 


4 


Joumal für Mathematik Bd, LXV. Heft ı 
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wo das Substitutionszeichen sich auf den Buchstaben %# bezieht. wo 


\N 


r = (y—b)+(2—.ec), 


und wo die Grenzen der Integration durch die Ungleichheit 


bestimmt sind. 
Wendet man auf diese Formel die Dirichletsche Methode des disecon- 
tiinuirlichen Factors an, und verfolgt genau den von Dirichlet zur Bestimmung 


des Potentials des Ellipsoides eingeschlagehen Weg, so erhält man 

















fh b: ce? N6-P) 
2 3 9374 (1 SER N h win ) ds 
) Y Um na f s a + s vi S- 
&. A, | m er ee nz . 
| rt? 1) > —e)° | a’-+-s = Ss 
a? 2 2 ei 
wo 0 die positive Wurzel der eubischen Gleichune 
IR b’ ( 
| BD ee ee 0 
s a’—-S$ Ss 


bedeutel. 

Diese Formel gilt ihrer Herleitung gemäss von p=1 excl. bis p= 9 
excl. Um nun X, nach der Mehlerschen Methode für jedes p zu erhalten. 
müssen wir zuerst die Gültigkeit dieser Formel für p = 3 inel. nachweisen. 

Ich zeige 1) dass der durch Gleichung (1.) definirte Ausdruck A,. 
2) dass der auf der rechten Seite von (2.) stehende Ausdruck in der Nähe 
von p=3 stelige Funetionen von p sind. Ist beides erwiesen. so gilt die 
Formel (2.). da sie für py=93--0d gilt. wo Jd beliebig klein sein kann. auch 
für p=9. 

I) Ist fix.p) eine stelige Function von p. und hat die Differenz a«—b 
einen endlichen Werth. so ist auch / f x, p)dx eine stelige Function von p. 

h 


Wendet man diesen bekannten Salz zweimal auf das Doppelintegral für A, 
in (1.) an. so ergiebt sich die Richtigkeit der Behauptung. dass X, eine stetige 


Funelion von p ist. 
1 


en 1 ) ag P) 


ist für = 3 eine stelige Funelion. Um zu zeigen. dass das Integral selbst 





2 Der vor dem Inteeral in /2.) stehende Factor 


eine stetige Funelion von p in der Nähe von p =» ist, setze ich einmal für 


p den Werth 3 und zweitens den Werth 3—J, und zeige. dass die Dif- 
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jerenz der resultirenden Inteerale eleichzeitie mit d even Null abnimmt Es 


| also zu zeisen. dass das Inteeral 


I“ 


j ie ds‘ F 
’ u 5 y) 
® 5 i Ri | 
' 5 # $ 
N f ha 
in Wwelcnem 
En Ri 
= a D’s 03 
Fis s—k 
& $ ) $ 


I. für eeeen Null abnehmende Werthe von d verschwindet. Währ 


oeselzt is 


s von 6 bis x» wächst. nimmt F die Werthe von O bis x an Selzer 
wir Fils sj. so wird 
e* Is (1 $ 
> f I‘ f 
[ h; b C f hs 03 ' { 
| N } j 
\ > u 
u Ss & N > \ & “ MB 
4 v I n» » Is » M f » rn a1 II 1’ N N) N 
jer Ausdruck der Funelion g(s) zeiet mit Hülfe von (T.). dass di 
dem Intervalle s, =O bis s, odeı bis stets positiv blı 
I 11 } { ® + r ° R 5 
überall auch an den Grenzen endlich ist. Demnach ändert der Faı 
. 4 r y . ®F ” . N 4 , . au L ‘ | N . 4 . , mÖsıarYıez - r 
unler dem Int: oraizeichen Von J innerhalb dei Inteoralionserenzen sein Z 
“ 
nicht. und es ist daher 
y n / cds, 
J n.# 
/ Sf (s$ 
> - BEFEUNEN,.. N - I - N ni ns - R nn ae. B 
wo ÄR ein ZWISCHEN dem innerhalb deı ınleoralionserenzen sta Iındendı: 
re a N Bu 
um und Minimum von 1—s} lieveender Werth i )as Maximum von | 
» R we 1 a . x 1 1 y ü ’ / , ’ | 
indet statt für den kleinsten Werth von s,. also an der unteren Grenz« - 
linımum an der oberen Grenze. Da nun das Nullwerden von 
\ Unendlichwerd ( : ınabhäneie is! lam Varechwi 
Vi is UNnendilcah\Werden Von s, uNapNnangeıe ı1st von dem CISCHWING« \ 
er ‘ 1 r ıI N 1 
und also s’ für I9=0 auch an den Grenzen den Werth 1 behält. s 
BE ? u Ir M \ w , . . ’ \ . £ , RN , m | 
man. dass für « 0 das Maximum und das Minimum verschwinden 
1 Un’ . . \ ’ ) 
nach hat also AR und auch J den Werth Null. und die linke Seite vo: 
ist daher stetie bis p =» Inclusive 
S. 2 
Bestimmung von X, für ein beliebiges p. 


ergiebt sich die auch für p = 1 
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und allgemein 


A) X. A en E u 
p+1p-+3 p-+?2n—1 di 





Mit Hülfe dieser Relation und der Formel (2.) können wir X, für jeden Werth 


1 
dem Integralzeichen differentiiren, so würde die Function unter dem Integral- 


von p ermitteln. Wollten wir aber den Ausdruck für X, in (2.) nach # unter 


zeichen für s=0o nach der Differentiation unendlich werden. Wir führen 
deshalb nach der Mehlerschen Methode in (2.) statt s eine neue Variable 
ein vermöge der Gleichung 
f. b’ c 
ORT TER: EEE A 
a —-$ DB p8S 
Verfolgen wir nun genau den von IHlerrn Mehler eingeschlagenen Weg. so 


finden wir 


\ 








(“ \ be 1 "7 BEER I . Ps c—k Pl 0" (—— En ds 
| gina pre gt do" \sy(a’+s)(P’+s) do’ 


> /__ 4m ni r $/ 2\ ON In—l 
a (—1)" za d" | (0o+a)(0+P 7 ug, | 
010 —0 


6. be 


Pe a2 2(n-+-1)! de! 





wi * 


\f N} n 
l 5 (0 0, # \ 


wo 0, und 0, die beiden negativen Wurzeln der eubischen Gleichung (l.) be- 
zeichnen. 


X, ergiebt sich folgendermassen. Es ist 


’ dX, 
= 7 


Selzt man in (2.) p= 1. und differentiirt den resultirenden Werth nach A, so 
erhält man den aus (2.) für p=3 resultirenden Werth mit dem enigegen- 
veselzten Zeichen, also nach &.1 —A;. Der für p=1 aus (2.) resultirende 
Werth stellt also wirklich X, dar. Aus den Formeln (2.). (9.),. (6.) erkennt 
man folgende Sälze: 

Ist die Elementaranziehung umgekehrt proportional irgend einer geraden 
Potenz der Entfernung, so ist die X-Componente eines geraden _elliptischen 
Uylinders immer ausdrückbar durch ganze elliptische Integrale. Ist die Ele- 
menlaranzichung umgekehrt proportional der ersten oder dritten Potenz der 
Entfernung, so ist die A-Componente aus logarithmischen Functionen zusammen- 
geselzi. Ist endlich die Elementaranziehung umgekehrt proportional irgend 
einer ungeraden Potenz der Entfernung, grösser als die dritte, so ist die 


X-Componente aus rein algebraischen Functionen zusammengesetzt. 
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$. 9. 
Independente Darstellung von X3, 

Für X, lässt sich noch ein anderer Ausdruck aufstellen als der, wel- 
cher aus (2.) resultirt. Dieser zweite Ausdruck erscheint grade für unsern 
Zweck sehr geeignet, indem sich aus ihm sehr leicht eine independente Dar- 
stellung für A,,;. durch ganze elliptische Integrale gewinnen lässl. Es is! 


nämlich *) 


v Ad 2 ‚ In —— ö 
u =71. |- 2neyk H/ ık+bPdy|. 
u” ö ! 
wo “ 
Dh ==: I® COSY - b . | sin Y —_ ( 


ad— bFcosp — casıng 


«D 


Die Grösse & hat den Werth 1 oder O0, jenachdem der angezogene Punki 


ch' 


innerhalb des Mantels und dessen Verlängerung oder ausserhalb liegt. Hieraus 
erhält man 
r 1 a? 1/9 n (D’ de 
Bi m I [2nek s(?n—1) / r- 7 
I / 


2n—1)(2n-+1) la? J Dry od 
Für den Kreisevlinder lässt sich die Wurzel leicht in die eanonische Form 
bringen. Führt man nämlich statt 9 eine neue Variable ein vermöge deı 
Gleichung 
cosy = sing —1 
und setzt 
i. 4eb .. dab Re 2b 


A" zn menu /. . h> . 
k-H(@a—+b)' (@ 4b) ab 


so wird für den Kreiseylinder 








ö 2 a, on 2a ” 
A. 5 gen enk =") _ —— (kHla+b) 9 > 
\ " F (2n 1) «NZ 5 a? a-b\ 
/ 2 (1—43sing’)dg 
a2 .2 N/A 92. Na y/ Ep x 
4  (d-Asmng’)(l—Asınp) y1—/#'sıny 


Auf dem Mantel **) des kreisförmigen Cylinders wird 


| Al Ä Fon 
| zu 2) ) a\ at zn 1) 
nN-t+-= .— ’») u 7 et |r% at q a k } 4er „| _ 
(2n—1)(2n-+1) ja? 


a ! dg 
7 (1—4’ sin p’"1y1—Asıng’ 
*) Schloemilchs Zeitschrift für Math. u. Physik, 9. Jahrgang, 8. 278. 

##) Unter Mantel und Axe verstehe ich hier und im Folgenden auch die Ver 
längerung des Mantels und der Axe. 
( * 
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und auf der Axe 


‘) n?2 
Y X, — en . l; (-n—1) k--0 (In—1) 


2n 2 | (In N let‘ 


Ich bemerke noch. dass für den elliptischen Cylinder Herr Ülebsch die Wurzel 


in die eanonische Form »ebracht hat. in einer Bemerkune zu der Abhandlune 


des Herrn Röthig „Das Potential eines rechtwinkligen homogenen Cylinders 
Jieses Journal Bd. 61). Herr Aöthig findet noch einen drilten wesentlich 


verschiedenen Ausdruck für X,. der aber dieselbe Wurzelerösse enthält! 


Setzt man in (2.) p I. so erhält man den aus losarıthmischen und 


. y * u 5 f 
lwebraischen Funetionen eebildeien Ausdruck 


\ STE /) 'ı 2 b ÖO-—-D — ( Ö ü 
2 a — PB" / 
[2 2° 
| _ + aD 
h | < a > j ) 
au — 00 \ ( | 
aD & > an . \ 2 
, ad / 
2 6 
7 v(@-+o)(P 0 
Kür den kreislörmigen Cvlinder erhält man aus (2.),. wenn man e=0 selzt. 
. TO af k OÖ r 
IV. Ä, = 3 loo looe (o-+-«° A 0 
% ATLO 0O—-0° a u 4 


Kür »=3 erhält man aus (2.) für X, den loearithmischen Ausdruck 


/ 
rı «7 2a i 
“- la“ a P)O 


und hieraus für den kreisförmigen Cvlinder 


r lei a 
12. A=07—| "log 1+)- 
la? rg ui 


Hieraus bekommen wir X, mit Anwendung von (3.); einfacher aber ergieb! 


I 


sich N. aus (6.). nämlich 


zap a; A 





uses a? 0(0—0,)(0—0,) ’ 


m 
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und für den kreisförmigen Cvlinder 


Führt man hierin für 6 und o, ihre Werthe ein. so erhält man für den 


förmieen Gylinder 


D 1% er Ä | «ae, 
m ) I; | 2 et 1 I) J, (t h IR j \ (kt I) 
ür das Naturoeselz (p =?) ereiebt sich aus (2 
1 3 / / ) { 
(4 
S (£ J 
\ IL ) F 
‚s y (X 5 e; f & #4 y 
2 , ’ ° u o 1 0. . 1 N I a | \ ’ \ 
Ks ist leicht. die hierin enthaltenen elliptischen Integrale auf die Normallorn 


zu bringen. was ich in Schloemilehs Zeilschrift a. a. ©. auseeführ! 
en kreislörmigen Cvlinder nimmt der vorstehende Ausdruck keine wes 
einfachere Gestalt an. Weit einfachere Ausdrücke erhält man au | 
\, und X,. Bezeichnet man die ganzen elliplischen Integrale ersteı 


weiter Gralluno 


m. 
ws 


un 
vr 
— 
f m) 
' 


; '1—-Asiıngdg. 


wie üblieh. dureh K und E. und führt man die Jacobische Transcendente Z 


ein. so erhält man für den kreisförmigen Cvylinder 
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. nf } h 
sinam (q, 7 
j R- Ü- b 


\us den vorstehenden Formeln oder aus (S.) erhält man die für den Manlel 


oeültieen Formeln 


a3 


X, = |  [-nyk+2yk+40?E] 


n 
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u + 2K k-+-4e 
} h | [5 ! 4a‘ u 


Dog 
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$. 9. 
Independente Darstellung von X;.;2,. auf der Axe und auf dem Mantel eines 
kreisförmigen Cylinders. 
Bezeichnet man die Entfernungen des angezogenen Punktes von den 
Rändern durch o, und 0, so wird auf der Axe eines kreisförmigen Cylinders 


\ 


nach (10.) und (11. 





ai 0? 

ad, 0 

A, = nloe— >. 

a2 03 

ao 

wı 

: 1 
Ä, = —nloge— 
do, 


Aus (12.) folgi 





und daraus vermiltelst (4. 


| 2 (n--1)(n +2) La? ort? at mtr) 


“ 








Vermöge der Formeln (9.) und (9'.) hat man das einfache Resultat, dass so- 
wohl für oerade als ungerade m (mil Ausnahme der beiden Werthe 1 und 3) 


Anm BF a Teer + 
(m—1)( 3) Lam” 093 am po" Si 


Ist also die Elementaranziehung umgekehrt proportional irgend einer ganzen 








Potenz der Entfernung (mit Ausnahme der ersten und dritten), so zieht ein 
hreisförmiger Cylinder jeden Punkt seiner Axe an mit einer Intensität, die 
proportional ist der Differenz aus den Summen der um drei kleineren Po- 
tenzen der beiden reciproken Entfernungen des Punktes vom Centrum der einen 
und vom Rande der anderen Basis. 


Auf dem Mantel des kreisförmigen Cylinders wird 








a if k’+4ka’— h u a k’+4ka’— k 
A, >|. [Alog Er ee Be log (2a’+k+ yk’+ Aka?) + er 5 ; 
s IK ar 
< a(a-+r 


wo r, und r die grössten Entfernungen des angezogenen Punktes von den 


heilen Rändern bezeichnen. 


Aus (12.) erhält man ferner für den Mantel 


v-atft_ 1 
u h Vk?- 7 4a’ k 
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und daraus vermöge (4.) 


Y 7 [ 1 l 
REN 4(n +1)(n t 2) a . gr 
) In r ) 
FT de) a’ + 2a” )" d 0X 
.—, P: ' — ee u — 4 ar ns 2 
n! p=u (n — 2p)! (a,r, Te a 


wo (2—Rp)! für p=4n der Einheit gleich zu setzen ist. Ueber die hier an- 


d’(c+ 2° 


oewandte Entwicklung von — 7 vereleiche man Sohneckes ..Sammluno 


"77 


von Aufgaben aus der Differential- und Inteeralrechnune”. Seite 39 


$. 6. 
(srenzfälle. 
Schliesslich wollen wir noch untersuchen. was auf der Axe und dem 
\antel eines kreisförmigen Cylinders aus X, wird, erstens wenn die Höhe / 
wäebst. zweitens wenn der Radius wächst. drittens wenn der anvezovene 
Punkt sich der Basis nähert. Ich werde diese drei Grenzausdrücke von X 


respeclive durch Lim,X,, Lim,X, und lim,X, bezeichnen. Es ergeben sich 
für dieselben folgende Formeln, die ich der leichteren Uebersicht wesen zu- 
zusammenstelle. 

Auf der Axe. 





Lim, X, = —neologh, 
. ‚ ) 
Lim, A, = —nlog 3 
-"& 
. 2rı | | 
Lim, = — — _—(—— \ 
oe (m—1) (m — 3) Na” 0"73/ 
Lim, X, = —nl(a—a')loge, 
A ' a 
Lim, Ä, = —nlog 
- a 
. y Ir u j \ 
Lim,„Ä, 2a PT wr 2 ng REN . ), 
(m —A1) (m — 3) Na” am3/ 
lim, X, = r(hlogk+eloga—o,logo, 
lim, = —?2na(h+ae—o,). 
Lim,lim, X, = —?ne, 
lim,A, = nloga, 
2 
. 7 “TT 1 
im AÄ, = — : 


(m —1) (m — 3) a”? 
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Aut dem Mant: 


Lim, A, no loch, 


Lim, X, vr. log ——. 


; nur f „ i 7 
Lim, A V(während X,„=|,)). 


«— a)looeo., 


4 4 *) y 
/ 7 }* Hl { N 1} 
1: Y ZT "63 LA, 5 PURE. 14 } / 
11m, A, a ı@ 208 108 ) 
< 47: 20 
‘ 0 
En 1 - 1 e) : E Zi ı - | 
lim \ 7, t 0 1 1 \ 110 |» 
ur * 
' By Ir 
11m, Ilm, A U, 
| T I x 
In \ — I00 (4, 
% 
1 I’ 
i { ({ 
1 \ ah I y m | 1 1 4 yo 1 } 14% 
Lu> dc Vorstienendel FOrIDCcil CTACHN Dan FoOlIgJentecs 
n ] j R* / f | ' j 
‚) CH dl { io { odı 4 Frillle? N I08 M miuchst A ‚ch L; Bi { 
i7 1 j ® ! 1 nd 4 
f fi } j fi 131] (iCı EIER / (! ZA] »/ / (ec) { It} ffymes lit loltı 
j 
z rn. IR . us , ;J . 2 ‚ . x N u R u a 
(lit | ÜURUS: nd CH ITCOHN p E. HANRON / Veh x p IP} ff si7mmton nill= 
j s ! . / f u ri f ! a e f / yyr | j ‚f 
UTCHRZE. fi TDUACHSECHÜUCI Hi rt rUuner! sich \, (! ıf d; } 1 u HIN (1 / 
j / ER f = 
{ < fi f (ft (/ä SÜ VEN 1} ( let 
B nn Ion ) 4 TE f’ or 2 I om 1 | 4; @ 
, wachsendem Hhadius wird A für jedes p auf dem Wantel halb sı 
J f' or 
N { ef ıiC] Kıi 


N x ji) : a ass »» o nnhor an. 
I N ri? (f F (UINGJEROG PNE Hi und 5 EN der Ds S neh / f. DIE) TARIK / lt YA Hi # 


| limmten endlichen Grenzen erährend fi p 3 A machst, und 
’ 


’ g* 1 j . >; ‘> Sue si 
DA fu /) ) proporttonal dem ogarıthmmns. far p a proportionat de; 


! 


dre: vinheilten kleineren Potenz der reciproken Entfernung des Punkte. 


dem }lantel, in der Nähe des Ftandes, ist (bei endlichem Radiu: 


nl / ) F FR / J . j } 
KIAL endficher Höhe ) dr Al omponenle halb so qross. MS 19 allen anderen 


a 


r 1.3 r N 2 > o. ee Oo 
unklen in der Nähe der Dasis. wenn p 3) 
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Wenn die Anziehung nach dem Naturgesetz erfoloet. sind noch fol- 
oende Sätze bemerkenswerth: 

Bei wachsendem Radius wird die X-Componente für alle äusseren auf 
der Are und auf dem Mantel liegenden Punkte constant, und der Höhe des 
Oylinders proportional. 

Ein Punkt erleidet dieselbe Anziehung auf der Oberfläche einer Kugel 
und am Ende der Axe eines unendlich hohen Cylinders, dessen Radius 2 vom 
Radius der Kugel beträgt. 

Die X-Üomponente ist auf dem Rande eines unendlich hohen COylinders 
rational ausdrückbar. 

Die X-Üomponenten auf dem Rande und am Ende der Axe eines un- 
endlich hohen Uylinders verhalten sich zu einander wie der Radius eines Kreises 
sum Quadranten. 


Hamburg. im December 1864. 
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Ueber die aus Einheitswurzeln gebildeten complexen 
Zahlen von periodischem Verhalten, insbesondere 
die Bestimmung der Klassenanzahl derselben. 


(Von Herrn L. Fuchs.) 


Er Theorie der aus den Wurzeln der Einheit gebildeten complexen 
Zahlen hat Kummer vewisse Perioden zu Grunde veleet, auf welche sich 
namentlich die Definition der idealen Primfactoren stützt /s. dieses Journal 
Bd. 35 und Abhandluneen der Berl. Acad. 1856). Diese Perioden habe ich 
Fall. dass der Grad der Einheitswurzel durch eine zusammeneesetzte 


\rbeit (dieses Journal Bd. 61) einer 


für den 
Zahl aneeeeben wird. in einer früheren 
näheren Untersuchune unterworfen. Das Folsende bezieht sich auf eine Ar! 
complexer Zahlen, welche mit diesen Perioden im engsten Zusammenhange 


stehen Ks sei nämlieh » eine primilive »' Wurzel der Einheit. und z eine 
Zahl. die mil » keinen eemeinschaftlichen Theiler hat. so bilden im Falle. dass 


» eine einfache Primzahl ist. die aus den mit 2 oebildeten Perioden ent- 


Form der complexen Zahlen 


fo). welchen die Eivenschafl f(w* fiw zukommt. Anders verhält es sich 


stehenden complexen Zahlen die alleemeinste 


im Alleemeinen im Falle. dass » keine einfache Primzahl ist. Hier sind die 


aus den Perioden vebildelen complexen Zahlen nur besondere Formen der 
allgemeineren Art complexer Zahlen, welche sur durch die Eigenschaf! 


f\w” fo) definirt sind. Mit diesen complexen Zahlen will ich mich im 
Foloenden besehäftisen. und namentlich die Anzahl der Klassen der idealen 
Zahlen derselben bestimmen. Die Klassenanzahl der einfachen complexen 
Zahlen. welche Kummer Monatsberichte der Acad. Januar 1863 schon ange- 
oeben hat. entspricht übrigens dem besonderen Falle, wo z=1 ist. 
l. 

Es sei @ eine primilive Wurzel der Gleichung x" = 1. wo n eine be- 
liebige ganze Zahl ist, ferner z eine Zahl. die mit » keinen semeinschalftlichen 
Theiler hat. so ist der Ausdruck 


I, = w+w’+w” + :.+-» 


soweit forteesetzi. bis das erste Glied wiederkehrt, die Periode. welche Kummer 




















Fuchs, zur Theorie der complexen Tahlen. 75 


der Theorie der aus der Wurzel & gebildeten complexen Zahlen zu Grunde 


gelegt hat (vergl. die Abh. gelesen in der Academie der Wiss. 18. Deebr 


1856). — Istr zu » prim und gehört z (mod») zum Exponenten 7, so enl- 
hält zz, genau 7 Glieder. Die Periode 7, ist die einfachste der complexen 
Zahlen fo). welche so beschaffen sind, dass fiw”) = f(w). Wir werden daher 


alle complexen Zahlen der letzteren Art, mit Rücksicht auf diese Eioenschaft. 
als complexe Zahlen in 7 bezeichnen. 

Es sei nun zw) ein idealer Primfactor der nicht in » enthaltenen realen 
Primzahl g in der Theorie der complexen Zahlen in », und 2 die niedrigste 
’otenz von 7, die congruen! einer Potenz von q modn,. so ist das Produei 


der conjugirten Facloren: 


vo yıw)gY w* pıWw* ..@p(w* 
als idealer Primfactor von g in der Theorie der complexen Zahlen in  an- 
zusehen. 
"u iA ; ww n 
Es sei ferner p eine amal in » enthaltene Primzahl: setzi man n 
pP 
und bezeichnet mit & eine primitive Wurzel der Gleichung ır" I. mil y 


einen idealen Primfactor von p in der Theorie der complexen Zahlen in w, 
und ist endlich 2° die niedrigste Potenz von zZ, die congruent einer Potenz 


von p (modn ), so ist 
Kr ı% PRA 


r eo) ı(o' Y I Y\W al. 
als idealer Primfactor von p in der Theorie der complexen Zahlen in 7 an- 
zusehen. 

Sind überhaupt x und q zwei Zahlen. die mit » keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben. so ist die Entscheidung über die niedrieste Potenz der 
einen. die einer Potenz der anderen mod») congruent ist, für das Foleende 
wesentlich nolhwendig, so dass ich erst auf diese Frage näher eingehen muss 

2. 

Zunächst ergiebt sich folgender Salz: 

Es sei z' die niedrigste Polenz von z, die einer Potenz von q mod» 
congruent ist, q° die niedrigste Potenz von q, die einer Potenz von z con- 
gruent ist, und gehören z und g modn) respective zu den Exponenten ı und 

T t 


9 
Denn erstlich ist ersichtlich, dass f und g Theiler respeclive von 


ti, so ist 


z und # sein müssen. Es sei daher my =t und q° = x“ modn, so ist ma 0 
10 * 
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modr. und es ist m als die kleinste der Zahlen. wofür die letztere Congruenz 
A . . rp\ . T .— . » . rg‘ . 
erfüllt ist. ein Theiler von 7. und — der grösste vemeinschaftliche Theiler von 
m ; 
ce und r. Da lerner f ein gemeinschaltlicher Theiler von 7 und « ist. so ist 


4 T( 


If oder Af, wo A eine ganze Zahl. Aus demselben Grunde ist 


1 
1 . EHER u an 

bg. wo B eine ganze Zahl. Multiplieirt man beide Gleichungen mit ein- 
r | - 

\ > x I T . 
ander. so erhält man Ab i. d.h. A=B=1: daher -. wie be- 
VE | 

hauptel wurde. 

Ferner beweist man ohne Mühe den Satz: 

Ist n eine Primzahlpotenz, und dividirt man t durch den grössten ge- 
meinschaftlichen Theiler von t und ı, und bezeichnet den Quotienten mit t, so ist 
y die niedrigste Potenz von q. die congruent ist einer Potenz von z (modn). 

Schwieriger ist die genauere Bestimmung der niedrigsten Potenz g° in 
dem allgemeinen Falle, dass » eine zusammengesetzte Zahl ist. Wir gelangen 
dahin auf dem folgenden Wege. Ich beschränke mich hierbei auf den Fall. 
dass » eine ungerade Zahl ist. weil in dem anderen Falle, wo » gerade ist. 
nur einige Modilieationen erforderlich sind. Ferner wird das Geselz in seiner 
Allgemeinheit schon an dem Falle. dass » nur drei verschiedene Primzahl- 
potenzen enthält. sichtbar. 

- ° ft dt dt . - ® ni Ds 

Es sei daher » = p”pi' p5. Wo p, pı. p» Verschiedene ungerade Prim- 


zahlen sind: es gehöre z respeclive mod p”, pj'. ps zu den Exponenten d, 


Oi. 0,. ebenso g zu den Exponenten d, d,. d,. Es seien ferner, indem ich 
mich des Zeichens 4, /....s) für das kleinste Vielfache der Zahlen #, /,...s be- 
diene. ec, e,. €, resp. die grössten gemeinschaftlichen Theiler von Öd und (d,. d. 

), und (0, 0,). d, und (d, 0, .. und man setze > » a $. > d,. Be- 


zeichnet man alsdann mit e, e,. ©, respective die grössten gemeinschaftlichen 


Theiler von d und 0’, d, und d,. d, und d,. und die auf p", p}'. p5 bezüg- 
lichen Indices respective mit Ind. Ind,. Ind,, so dass 


Indy =rb. Ind,g=r,b,. Indy = r,b.. 


) 


Indz=»9, Mira h. Man, 


wo b und ?,. b, und >,. 5b, und >, die grössten eemeinschaftlichen Theiler 


dt 


der Indices von g und z respective mit g(p”). yipi'). g(p:’) sind. so finde! 


das folgende System von Congruenzen statt: 
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! 
e Indg = ı e Ind z modg(p‘ wo n« - mod 
\ - 1=n7 f\p)» ) n0 r modo, 
d ö ö 
L. > Indg= n, = c‚Ind,z modg(p}'). wo n,0, r, mod). 
l | 
d, Ö, 7 \ 
—Ind,g 7» —- o,Ind,z modg(p5°). Wo n,0 r, mod 
v, ‘vo 
Bezeichnet man mit i, i,. ö, die grössten gemeinschaftlichen Theiler von — 
d, d, : R fd d, d dN rd d, 
. respeclive mi \—.—). \ R | .—). so erhält man aus den 
®, Ü, D, D; + Ü d, " D, 


l 


Coneruenzen /1.) die foleenden: 


d d 
d d d, \] | 0' ev 2 / | N 
I J IB } — emaz modgy,p 
\° re u Er Ä ri 
d d,N\ 
2. a d d, ö, Ne  ow/ 
\ . . Ind,gq Fee 2 c,Ind,z modg Pi 
x ® Ü Bi B l 
| 2 
| d d. 
) \rv N 
/ d d, d, \ Ö, ! 
-. Ind; « ) | e,Ind;z mody|p 
\v ” v7 4 a: :. A 


> 


Hat man aber eine Zahl z so zu bestimmen. dass 


s == a modm, S b modın,. Z Ü modm;. 


. 


wo a, b, c, m, m,. m, beliebige Zahlen bedeuten. und sind 4, «, v respectiv 
die erössten gemeinschaftlichen Theiler von m» und m,. m und m,. m, und m 
so ist bekanntlich erforderlich. dass 

a—b 0 modi, a-—c V modu, b—ec 0 modr. 


Diese Bedineunseen sind aber auch zur Existenz der „esuchlen Zahl z »e- 


nügend. Denn zunächst kann man eine Zahl x finden derart. das @ a 
modm, und x b modm,. Man bestimme nun eine Zahl z durch die Con- 
oruenzen 3: x mod(m,m,). 22 ce modm,. so ist zu deren Existenz notl- 


wendie und hinreichend. dass 2—e 0 mody. wenn g der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von (m, m,) und m, ist. Diese Bedingung ist aber ollenbar 
erfüllt und die zuletzi gefundene Zahl z die gesuchte. 

Da 0’, Ö,. 0, Zahlen sind. wovon nicht zwei einen gemeinschalftlichen 
Theiler haben. und daher die grössten gemeinschaftiichen Theiler je zweieı 


der Grössen d mit denen der entsprechenden (irössen e zusammenfallen. so 


kann man daher eine Zahl s finden. derart dass 








783 Fuchs, zur Theorie der complexen Zahlen. 
( d, \ 
ö' ev, ) 
v n — 1: _ c modd, 
v ) 
d d\ı 
‘ r 
3 ea. \e ’0./ 
ss = m — c, modd,, 
I D, Q 
[ d d \ 
Ö \ rt, 
sn —-& mod), 
D. ? 
2 
s 4 . ee 'd d d, 
Hieraus eeht mil Rücksicht auf die Coneruenzen (2.) hervor. dass \ : 2 i =.) 
t / ® [2 
| 2 


ein Multiplum des kleinsten Exponenten g ist. für den q° congruent einer 


Potenz von z (modn 
d d d, « . . .. e y 
Haben 5 „ .- respective mil e, c,. © die grössten gemeinschafl- 
” ® ” 
| 2 


lichen Theiler 4%, 4%. %., So sind oz, ®,/,. ®;%, respeclive die grössten ge- 


meinschaftlichen Theiler von d und Öd, d, und d,. d, und d,: es sind daher 


2 d 
nach dem zweiten der am Anlange dieser Nummer g„egebenen Sälze a 
2 
d d, . . . 4 D . . > 
, —- respeelive die kleinsten Exponenten, für die eine Potenz von g con- 
ek: 0,X: 
oruent einer Potenz von x respeclive modp”, p}‘, ps‘. Es bleiben daher die 


Congruenzen (1.) nach ihren bezüglichen Moduln richtig. wenn man beide 


Seiten derselben respeclive durch %, £,,. % dividirt. Hieraus ergiebt sich, dass 


’d d, d d‘ ‚d d 
man die Congruenzen (2.) respective durch u, —., —- 
? 7 t, 


dividiren darf. ohne die Moduln zu dividiren. Offenbar ist aber der gesuchte 


r j ro » ; d d d, 
Exponent g ein Vielfaches von ( 


5 


| ). daher ist die Zahl. durch 
DA uhr’ 


v2 
d d d,N BAER, ' j i . 
welche (—. u „—) zu dividiren isl. um y zu geben, ein gemeinschaftlicher 
! ). D, ’ 
/ d, d, \ d d, \ / d d, \ 
ER Mei, Biss ee e, 
Theiler von —-ı _— 2, . - Da man aber durch den 
v ? s 


orössten gemeinschaftlichen Theiler dieser drei Zahlen jede der Congruenzen 
2.), unbeschadet ihrer Richtigkeit nach ihren bezüglichen Moduln, dividiren 
darf. so folet, 

(dd 4 ) 
dass g u > — 27, gpenn w der grösste Factor des eben erwähnten grössten 


gemeinschaftlichen Theilers ist. für den noch eine Zahl s’ ermittelt werden 
I 
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kann, die den folgenden Bedingungen genügt: 


{ d, d, 
‚(,—) 
A Fe ee, 
s 7 — mod, 
N 21 
d d, 
’ Lu 
(4 , Ö, ? ®, ) i 
$ N ' modd,. 
! iy 
d d 
| (AN 
er a N\ND’g , \ 
s Ha mod do; 
u t u 
d d d, — ei 
Ich behaupte jetzt, dass » mit —. —-. —- keinen gemeinschaftlichen Theile: 
ve Dt, Ü,t, 


. j RS . 
hal. Denn gesetzt w habe mil einen geeemeinschaftlichen Theiler o, so ist 


0 
| d d \ d 
a N A\ ® ©, { 1 
sofort zu sehen. dass o als Factor von oder auch von 
1 
d d, 

. - r Pr er \ N VD, z d - . N “Tr ' 

ein Factor von e sein muss. weil mil keinen eemeinschaftlicheı 
l rt 


Theiler hat. Daher hat o auch keinen Factor mit 7 gemeinschaftlich. wei 
dieser sonsl (S. Coneruenz {1.)) auch Factor von r wäre. was nicht mösliel 
ist, weilr zu d prim ist Ferner enthielten die Coeffieienten von e, und « 


in der zweiten und drilten Congruenz (2.) den Faclor o. Der Bedeutung deı 


(rössen Ü cemass MmUSS aber jeder Primfaclor von e ın einer der beider 
Grössen ec, oder e enthalten sein. Irgend ein Primfactor « von o muss daheı 


auch in ce, oder ce, enthalten sein. und zwar mindestens in einer dieser beideı 

(rössen so oft als in e. es sei dies in e.. alsdann erfordert das Bestehen deı 

e ; Ü > - . 2 7 

Goneruenzen (4.). dass - diesen Primfactor noch ebenso oft als e, enthäl 
Ö 


was aber absurd ist Da man ebenso beweisen kann. dass w weder mil 


a 


ER u a | 
noch mit ®_ einen eemeinschaftlichen Theiler hat. so folet. dass ı deı 
O2 ; 


3 3 


grösste Factor des grössten gemeinschaftlichen Theilers von k , —-, 
Li ! 

(8,8 ) . Er . v . 

Ab) ist, wofür noch die Coneruenzen (4.) eine Lösung zulassen. Aber y 

muss olfenbar auch ein Theiler von \%,%.,7.) und daher auch von \e, €, € 


sein; es ist also w der erösste Factor des erössten eemeinschaftlichen Theilers 


Ä / - 
EM am 1,(t,t m ’ ’ 
von u) Abt) Ah) C, C,» 6). Wofür noch die CGongruenzen (4 
! ? t 


ı 2 
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lösbar sind. indem man jetzt unter zZ, Z,. 7; respeclive die grössten gemein- 
schaftlichen Theiler von ?, i,. © und e, e,. ©, versteht. 

Zum Bestehen der Congruenzen ‘4. ist aber nach einem oben ange- 
führten Satze das Bestehen des Systems der folgenden Congruenzen noth- 


wendie und hinreichend: 


’d dN\ / d d, 
y' \ n 2 \e ) \ ’ i )e 
( \ v, D, r { s \ ) ", 2 
j Ä un | —= 0 modö,. 
! np ”, ııy 
u a ( ee oe‘, 
y’ ( e ( ) \ pr 
( nv v, Ö, vv, ö n 
ee TO. — () modö. 
> iv v, 1, 
{ d d, \ d d, \ 
\ . . G \ - e )C, 
Ö, ! er ö,\e D, / . 
m | _——n ——- —= (0 mod®. 
v, t, 117] r ", t,W 


wo @,. ®,. ®, respeclive die grössten gemeinschaftlichen Theiler von e und 
c,. e und &. e, und e, sind. 

Multiplieirt man die erste dieser Congruenzen mit 00,. die zweile 
mit 09,. die dritte mit 0,0%. so werden dadurch den linken Seiten keine 
ieuen Factoren der bezüglichen Moduln hinzugefügt, weil diese respective zu 


den Zahlen 00,. 00. 0,0 prim sind. Da nun 70o==r mode, 1,o,=r, mode,. 


0, =: nm mode,. so verwandelt sich das letzte System von ÜCongruenzen in 
das foleende: 
| f d, d, \. ( d d, )e 
h) \ v, v, Ö \® RE A " 
70, — — >——r0 — 0 modö®,. 
U un D, un 
d d d d 
Y | X N ( )‘ 
( N B,4 0, ” ” ü 2 
10, — E — n0— — 0 modäö,, 
v un " un, 
d d, ( d d. 
B 1 
N) \ N D, Ö, m. ? ) . - 
— | — 10 — 0 mod@. 
n m, A un 


1 2 


Diese Coneruenzen selzen wir in andere modw um: dann können wir die- 


‚ d, d d wert 
selben respeclive durch —-. —-. — dividiren. Man erhält alsdann: 
v3 ©.8 "? 
A E53 
0 d ws.) € o° d (ii)ce 
r0,— — -_.n0 — — - — 0 mod, 
v vi, ? o, vn m 7 m, 
„a G,i) 8 eo, 4 (ii) © 
ro, E ——n0 — — 2 .= 9 mweiy, 
u” v,, ! 07 eo, vi t, 0} 
Ö d, L, E Ü Ö, d 1, N ) C, 
no — — 2 — -n0,— — = =0 mody. 
v.ı ı, 1} v. va N ID) 
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\ . * ( » » 
Es ist aber, wie schon bemerkt, (ec, 6) =0 mode,. daher — 2: eine 
h : G, or 7, 
C, C . r x » 
oanze Zahl. oder — = A—, wo A eine ganze Zahl. Ebenso findet man 
OF o, e 
Ü C, . Pe . R ’ ö 
——=b--, wo b eine ganze Zahl. Multiplieirt man die beiden letzten Glei- 
V, A 
chungen, so erhält man AB=1, d.h. A=B=1. Daher ist — = 
GG, { 
ie 2, 5. ud EU 6, 6a 
. ©, C rn) C, OF C 9 C, 10) C 


2 l 2 1 
Man hat also als Resultat unserer Untersuchune über den kleinsten 
Exponenten g, für den g° congruent einer Potenz von 2 (modn). 


id d, (ii) 
( ei, (b, \t, u, I . Y 
das = — : u .„ wenn w der grösste Factor des grössten ge- 


vi vd 9% ww 


meinschaftlichen Theilers von 








X \ %) X (4, 2 ' d ) 


- (Ce. Cı.c,) ıst. für 
n ! * / 


welchen das folgende System von Congruenzen noch identisch erfüllt ist: 








# u: (6, ie) ö d (6%) (,C, 
70, — —— aa 70 — ee 0 mod. 
v ©, l C v " t, C 
in: ” & G,i) (6) Öö, d i,t, 0., 6; 
».. LO — ——- —— -———- —- 0 — u 0 mod. 
d, |, i 6, v, vi i, ( 
Ö, d (6,8) (se, Ö, d, b, 8 e, 6, 
No — —- Zu —-1—n0,— —  — 0 modı. 
\ Ö, Ü,?, t; 2 Ö, D, t, t; 7 


wo Zs Zı, 7 die grössten gemeinschaftlichen Theiler respective von i und ce. 


i, and c,. & und c, sind. 


3. 
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen in No. 1 und 2 ist die Anzahl 
der conjugirten idealen Primfactoren einer nicht in » enthaltenen Primzahl q 
in der Theorie der complexen Zahlen in z gleich - Enthält eine com- 
plexe Zahl in 7, f(w). genau m ideale Primfactoren von q, so enthält die 
Norm derselben. nämlich 
Nf(wo) = flo") f(w":)... f(w'r). 


g(n 
wo v—= > 7 WE er SE 5 


prim zu » und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer Potenz 


: p(n) pn) ef u ah 
von z (mod»). genau die Potenz g”*, da 2 a ==g (nach No. 2). 


die v Zahlen sind. welche kleiner als » und 





Bedeutet @ den kleinsten Exponenten, für den p congruent einer Potenz von 
11 
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S2 
z (mod»'). so findet man ebenso, dass die Norm einer complexen Zahl in . 


fo). welche genau M ideale Primfactoren von p enthält, genau den Factor 


/ 


y@ hat. 
llieraus ergiebt sich, dass die Norm einer complexen Zahl in 7, fo). 
die Gestalt hat: 


Nflo p u ie TEE 


wenn HM. M,. M,...... m, m,. m. ... ganze Zahlen und @,. Gr... .4ı= Gr> - 
| ] I 2 Jı» | 


W563 


eine ähnliche Bedeutung wie respective @ und g haben. 

Ideale Zahlen in gehören zu derselben Klasse, wenn sie mit der- 
selben idealen Zahl in = multiplieirt eine wirkliche complexe Zahl in 
zum Produecle geben, d. h. eine complexe Zahl F(w) mit der Eigenschaft 
F\o“, = F\o). — Man beweist nach den Prineipien von Kummer, dass es 
nur eine endliche Anzalıl verschiedener Klassen eieht. 

Khe wir nun zur Bestimmung der Anzahl dieser Klassen übergehen. 
wollen wir eine Bemerkung machen, wodurch die Betrachtungen vereinfacht 
werden. 

In meiner oben erwähnten Arbeit habe ich die Bedingungen für das 


Verschwinden einer Periode z,, deren Index r zu » prim ist (einer primi- 
fiven Periode, wie ich sie dort genannt habe) angegeben. Aus diesen Be- 
dingungen geht hervor, dass man einen Factor d von » finden könne, derar! 
dass die Periode z,, nicht verschwinde,. und dass wenn d der kleinste der 
ist. welcher dieses bewirkt, jeder andere von derselben Art 


ie 


Faeloren von 2 


ein Multiplum von d sein müsse. Ist d der kleinste Factor von x, für den 


. o . nn 
/,, nicht mehr verschwindet, so ist d.p( 7): -po(n). In dem Ausdrucke. in 
| 


welchen sich z,, nur auf eine Weise setzen lässt. nämlich: 


1 Il n \ 
7, = btbw+bw" +. +5 ,,ı © 
p\ —1 
\d’ 


sind daher die Exponenten von & kleiner als pn). 
Ist nun fo) eine wirkliche complexe Zahl in 7, so ist 
. \ ’ 7 zn . ie 
fivo)=fiw)=f(lw" )=--=f(w )» 
daher fio) = Fin). wo Fir) eine nur die Perioden enthaltende complexe 
Zahl ist. Sind nun die Bedingungen erfüllt. welche für das Verschwinden 
der primiliven Perioden nothwendig und hinreichend sind, und ist d der kleinste 


Factor von », für den 7z,, nieht mehr verschwindet, so wird also nach der 
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eben gemachten Bemerkung Fr) eine aus den Wurzeln der Gleichung .r | 
sebildetle complexe Zahl sein, in welcher die sämmtlichen Exponenten von o 


kleiner als g(r) sind. Sie lässt sich daher auf die Gestalt brineen: 


/ 7 
/ 
,J Y / 1) 
. 


Fin Gtaw+ewW" +: +e ,, iR, 


wo die Exponenten von o kleiner als  (») sind. Aus der Gleichung flow) Fa 


'olet daher, dass sämmtliche Grössen e durch 7 theilbar sind. dass also f(w 


selbst einer aus den Wurzeln der Gleichune .r“ I vebildeten complexen 
Zahl gleich ist, also einer auf eine Gleichung niedrigeren Grades bezüglichen 
complexen Theorie angehört. Hieraus folgt. dass wir uns im Folgenden auf 
solche Werthe von z beschränken können. wofür die primiliven Perioden nicht 


verschwinden. 
4. 
Um die Klassenanzahl der complexen Zahlen in zu bestimmen. muss 
man den Grenzwerth der Reihe 


di) Be ! 


IP 3 [Nf@)T für s | 
ermitteln. In dieser Reihe ist die Summation auf alle nicht dureh blosse Ein- 
heitsfactoren verschiedenen idealen oder wirklichen complexen Zahlen in zu 
erstrecken, und der Norm die in der No. 3 angegebene Bedeulung beizulegen 
Diese Reihe ist mit der folgenden sleichbedeutend: 

R = (A) En 

ET ET TREE 

worin man über alle realen Primzahlen g, 9. 9» ... die nicht in » enl- 
halten sind, und über alle positiven ganzzahligen Werthe von M, M,. M,. 
m, My, Ma, ... summiren muss. Es sei © der Exponent, zu dem z (mod 
gehört, F der Exponent, zu dem p nach demselben Modul gehört. a der kleinste 


Exponent, für den z° congruent einer Potenz von p (modr'). und man be- 


j 1 nd y(n) ya . : Kuna een) (nm 
zeichne die Grösse 7 — oe mit #. und die Grösse FI A mit 
7 Tg a YG 
U, und leere den Grössen ı,. 5. ... U,. Ü,. ... eine ähnliche Bedeutung 
respeclive für Q1> Ga» --: Pıs Pa»... bei, so findet man 
6 \ l * 1 0 1 . 1 u 
2.) R=(s-1)f ——— — ... II —-—\.7 —— 
, | 1 1 | 
Er > ugs Pa Er len 
p Pi" gF m 








4 Fuchs, zur Theorie der complexen Zahlen. 


wo jedes Productenzeichen JZ sich auf alle diejenigen unendlich vielen nich! 
in » enthaltenen Primzahlen bezieht, für die g oder « denselben Werth haben. 
und die Anzahl der verschiedenen Producte mit der Anzahl aller möglichen 
Werthe von g oder a übereinstimmt. 

Es ist nun dieser Ausdruck A in ein Product mit endlicher Factoren- 
anzahl zu verwandeln. derart dass jeder Factor eine bestimmbare Reihe wird. 
Diese Umwandlung, welche für gewöhnliche complexe Zahlen ohne Mühe ge- 
leistet werden kann. ist für die complexen Zahlen in x mit Schwierigkeiten 
verknüpft. Es war dazu die in No. 2 vorausgeschickte Untersuchung über 
den kleinsten Exponenien g, für den g° congruent einer Potenz von # (mod) 
wird, unumgänglich nölhig, wie aus der folgenden Nummer noch deutlicher 
hervorgehen wird. 

Ich darf mich in den ferneren Entwickelungen der besseren Uebersicht 
wegen auf den Fall, wo » ungerade ist, beschränken, da die Behandlung des 
Falles, wo » gerade ist, nur einige leichte Modificationen erfordert. 


- 














d. 
Es seien €, €, €, ... Zahlen respective aus den Reihen O, 1. 
pp" g(p") p(p?: ) ’ 
Ar a Fr 7 271,0, En Bi, ,, .„ welche der Con- 
) Ö, z Ö, 
gruenz 
ge _ B; En _ 
1) &e—- +9, —+&%—+': =0 modr 
C C C, 
genügen, so ist 
2\ y 1 
e. Vu: ic: H Fluda 23 lad A’ vu 
wi 07 y_ z9 Indg „ed, Ind,q „e,0,Ind,q 
5 Fa Ads S S1 S2 ... 
4> # 
q’ 
i e e = un i na : .. W, o. y . pp") 
WO Ss Sıs Sa» » .. respechwve primitive Wurzeln der Gleichungen 5 uf, 
(pi) :P (P3?) | 
3 a > ‘=1,... sind, und das Productenzeichen IT sich auf 
EB 
alle Wertheombinationen von €, Cı, &,... bezieht, welche der Congruenz (1.) 
genügen. 
Um diese Umformung zu begründen, muss gezeigt werden: 
\ „eö' Indg ;e, Ö\, Ind, q .e,ö/, Ind, 
I) dass $ IH MGI,,,, wenn e, &,. &, ... der Con- 


oruenz (1.) genügen, eine g“ Wurzel der Einheit ist; 
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2) dass jede der g Wurzeln der Gleichung «= =1 in dem Producte 
/I vorkommt, und zwar jede «mal. 
O0, yer* 
Die Allgemeinheit des Verfahrens ist wiederum schon an dem Falle 
»=p"py'p>‘ ersichtlich. Da g* congruent ist einer Potenz von z (modn). so 


darf man setzen: 9 =z" mod», und es ist 


Tau q ze, 0, Ind, q »e,ö,, Ind, 1) 2 (ze Ind« -e,Ö Ind, x -e,ö', Ind, x) 
3 > >? — 3 > >2 





r * . . . y « . \ > Ü 1 U; J 
Bezeichnet nun ®» eine primitive Wurzel der Gleichung «> — 1, so ist 
(6, 6,,6,) 0; 
A enge „ eo, ———— 
.eö'’ Ind . C ce, 0, Ind, x nad c 
& = w ; Sı = Ww | 
SPUR RR >; 
At BP 
DD. 
6,0, Ind,% _ 20277 
> = : 


Daher ist 








PRSERRYRNRGEHYERREEREN 
Ä | e ——+e 0, ——— +0, |] 
.eö' Ind x „e, Ö\, Ind, # „e,ö,Ind,#\" _ ,, ‘ c mas In 
S Sı S2 ’ = w 2 1. 
weil die Congruenz (1.) gleichbedeutend ist mit: 

f » » » f » ’ \ 
‘ R (C, c, , C, BRuN ! (c, Co; C, ee ® m « ’ C; C, .. .) Ru — ! 
3.) eo a 21 ee 2. . Pe =0 mod(e,: 


1 2 


. „eö’ Ind g :e,d' Ind, g .e,ö | 
Hieraus ergiebt sich, dass der Ausdruck $ 510105 ‚Ind,g oine y 


Wurzel der Einheit ist, und dieses war zuerst zu beweisen. 
Es sei jetzt 
.eö' Ind ze, Ö, Ind, q ze,0, Ind,q _ ze'd’ Indg; € 6,0, Ind, q .e,ö, Ind, q 
> >1 >? u 7 Da s 


WO &, Es &, €, E, &, zwei der Knete (1.) oder (3.) genügende Werth- 
systeme der obigen Zahlenreihen sind. Man hat alsdann: 

















(4.) „(e'—e)ö'Indg ;(e, —e,)Ö, Ind ıq; x(e; —e,)0,, Ind, q I. 
dd 4) 
Ist z eine primitive Wurzel der Gleichung 3" " %°=1, so ist 
(& d, d d, 
s ö' v, ’ v, ’ di, r ’ v, 
0’ Indg us i «0 Ind, q _ 2 vo i, 
d d 
r d, so’ ® 
«0; Ind, q p ’, t, . 
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die Gleichung (4.) erfordert daher, dass 


pr 1 " 
(Z ) & =) ( dd\ 
ö\o ’o, ö \o ’v, ö,\v ’o/ 
as FL ee — ln — Tree dan  —  — 


4) ! ! ; Ö t, 


0 





\us dieser Congruenz folgt aber sofort, dass 
d dl d, 


» 7 
b. } e 5 -- Be e, > ( a 7, en Pr Co, ir CE» Us 2 


a © .t, 


wo @, @,, % ganze Zahlen sind. Man hat daher statt der Congruenz (9. 


; 
die folgende: 
(ii, oO (isi,) ö“ (i,i) 
2 1 () 


1? 2 l \ 2 


Ü ! © ! e ®, t, 


mod (i, dr. %). 


ine a f (0,0,,6, ’ 
lultiplieirt man aber die erste der Gleichungen (6.) mit 9 -——, die zweite 
| z 


TE i ö ' (6,6,,c,) r ’ z 
mil 0, —, die dritte mit 9,7 und addirt, so erhält man mit Rück- 
m 


I 2 


sicht auf die Congruenz (9. 


u BB. ( G,‚C,,C, (tl, SE U 
I a0 — —— + 0,0, -—- — — +9 — ———2=0 mod(e,c,,6). 
v C Öt, C -Qs 6, | 


Wenn zwischen einer Anzahl disponibeler Grössen eine Congrnenz (modm 
besteht. so ist die Anzahl der zulässigen Werthe der m' Theil der Anzahl 
aller Grössen. Daher ist in Folge der Congruenz (1.) die Anzahl der Factoren 


des Produetes in der Gleichung (2.) gleich 


4(p") Y (p‘' ) 4 ( pP; ) 
Ö' Ö Ö. gm 


l 2 
C.C5. T 


ei} 


(€ I 
Aus den Gleichungen (6.) und den Gongruenzen (7.) und (8.) folgt aber, dass 
eine im Producte // der Gleichung (2.) vorkommende g" Wurzel der Einheit 
genau — mal vorkommt, wenn o der grösste Factor des 
d d “. (5,4,%) 
vi voı dl, ) 


orössten gemeinschaftlichen Theilers von (2, i,%) und (ec, e,.e,) ist. für den 





als Modul die Congruenzen: 


!' Gh Mr - A | 4 (66) 0 
idee: Tan ="; Sr rule: esrauene Mina ©: Serie: Aa modo, 
2 ? v ) EN ) 
4 1 4 - 2 
8 (0.6, d e,Cc, | d (6,€,) 
lc 0 — —— —- +0,09, —- — +09 % — — —- = mod o 
ri ( 8, 7 d,t, e 
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die eine eine identische Folge der anderen ist. Hierzu ist aber nothwendie 


und hinreichend. dass identisch 


ö' e (d,8,)(l6,€,) Öö, d (it, 0,6, 
0,1 — — —— — — r, 0 — — —— 0 mod», 
v vs, ? ec v, m i, ( 
0 d, (i,8,)(c,c,) 06, 4 (8) (e,€, 
10. 0 —- en, — Zu 0 mod». 
vo Dv,t, ? 6, u ?, C 
nr _n % Y , 
ö d, (ii.) (c,c, e. 4 (u) 
N, O5 u rn . - F 0, - s . . (0) mod > 
vd, e, C, ..&o tz Z 


Es ist in diesem Systeme von Congruenzen und in dem Svsteme (9.) zu be- 


achten, dass (ec, c,,0)= (6, 6)=(c,6,) = (©, 6;). 
‚ . . d d d, Ö' Ö Od 
Der Modul o darf mit keiner der Zahlen —. —-. —-. SE 
m ot, Dt, r r ”, 
dd. 
einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Denn s„esetzt o hätte mil einen 
> "? 


semeinschaftlichen Theiler %, so wäre 5% nach der ersten Congruenz (10 


‚ h d ö' (i,i,)(c,c,) d li.si, 
auch Theiler von ro, —- — —— 2. Da er aber zur —- —-Z— prim 
vd? ® ! Ce rt, " ? 
r . (c, e,) . . rf‘ . 16, u, 
und Theiler von e,——— ist. so ist er entweder Theiler von —— oder auch 
Ü © 
I 1 


ra 0 & j ‚ " h 
kein Theiler von 0, —. da 9, zu c, prım ist: also müsste der vsemein- 
pr 


l 


ERREEN a d a ann C,c, \ : 
schaftliche Theiler 5% von o und — ein Theiler von ——= sein. Ebenso folge! 
"? Ce 
. « . ryv * C, C, 2 
aus der zweiten Congruenz (10.). dass 5 ein Theiler von = sein müsste: 
P 
(e0,) (e,c, ’ nen re 
was aber absurd ist. da —— und = keinen gemeinschaftlichen Theiler 
| r 
l 2 

; T \ » . .. . ... . . . ( dl 
haben (s. No.2). Auf eine ähnliche Weise wird gezeigt. dass o mit —- und 

\ f . N? Nn_% 

Ei 

4 ’ a & ‚ ” \ i Ö' , 
keinen eemeinschaftlichen Theiler hat. — Es habe ferner o mil einen ge- 

- 
meinschaftlichen Theiler 7, so müsste dieser nach der ersten Congruenz (10 
ran s Ö' d (i,t,) \C,,6,)} 2 Ö d 2.6, , 
Theiler von ne — — —=-<——2=- sein. Da er aber zu 0— 2 prim 

7 "? , C D, (BE) C 


= ae N (i,, a ö i PTRE 
ist, so müsste er ein Theiler von r, ——* sein. Nun aber ist derselbe Theiler 
? 
l 





ii, 2 a {E% ’ u 
von i,——-, folglich entweder Theiler von = =- oder auch nicht Theiler von 
? ; r 
l l 


(i,i,) : ; . 2 a iu 7a R 
Hier /, dar, zu, prim ist; also müsste 7 Theiler von sein. Ebenso 
i 





U) 


tolgt aus der zweiten Congruenz (10.), dass 7 Theiler von —— sein müsste, 
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Ian Da 
(i,i,) Bi a u von 
was aber absurd ist, da ——— und ——- keinen gemeinschaftlichen Theiler 
| h ö ö 
haben. Auf ähnliche Weise wird gezeigt, dass o mit Er und —- keinen ge- 


l 2 


meinschaftlichen Theiler hat. 





R . PER (0...) 
Ein eemeinschaftlicher Theiler < von o und —-Z—= muss nach der 











> 
we PER oe d (Wi, e,c,) ; Ä 

ersten Congruenz (10.) auch Theiler von ro, — —- — ) (5) sein. Da 
a v® © 0 ? C 
En 1 
d (c,c,) Ö’ BR Ta _ ’ 

er aber prim zu —- = — und Theiler von © ist, so ist er entweder 

) C ® [ 


Fi i 


\ 
) 
> E44 


ii (?,,%,) Ta: (5 
[heiler von 9, oder auch nicht Theiler von rg, ——, weil r zu 
Be 


/ 


x 
) 


prim ist. Wäre daher & nicht Theiler von —--=, so müsste es mit og, einen 
[ 

oemeinschaftlichen Theiler haben, welcher also zu c, prim ist. Aus der 

zweiten Congruenz (10.) würde man schliessen. dass dieser Theiler auch prim 


zu ec, wäre. Es ist aber unmöglich, dass irgend ein Divisor von &, welches 








rg\ . 5, €6,} . . . . 
selbst Theiler von —— ist, prim zu c, und zu ec, sei. Also müsste der 
. . »7e rm . ( 7 ’ C, so 2 (i, i, 
orösste eemeinschaftliche Theiler von o und —Z—= auch Theiler von — 
r ? 
sein. Umgekehrt heisse { der grösste gemeinschaftliche Theiler von 6 und 
Er s or 
22, so muss dieser nach der ersten Congruenz (10.) Theiler von 
0) eG, . C,; & bei \ ’ o Ö, d \ i. “ ) rn . 
7,0 — = sein. Er ist aber prim zu — — ——- und Theiler von 
ev, vi l C Ö, (FR t, 
ee rp\ . (C ‚c, } . rei . 
c daher entweder Theiler von r, -—2- oder auch nicht Theiler von 
l' ( 
AR ) BR . . T. io ’ rg . (c, ‚C, 
7,0", weil o zu e prim ist. Wäre daher Z nicht Theiler von —— 
- e 


s 

so müsste es mit r, einen gemeinschaftlichen Theiler haben. welcher also zu 

;, prim wäre. Aus der zweiten Congruenz (10.) würde man schliessen, dass 

dieser Theiler auch prim zu ö, wäre. Es ist aber unmöglich, dass irgend ein 
(d , %,) 


Divisor von Z, welches selbst Theiler von —— ist, prim zu ö, und ö, sei. 





. .. P} » . rn . (ii 4 7 rrt\ . 
Also ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von o und ——Z auch Theiler 
! 


A» 
von ——— 


Aus beiden Schlüssen zusammen ergiehbt sich, dass der grösste 


. » . m . (i ' ) . . » 
oemeinschaftliche Theiler von o und —"—= mit dem grössten gemeinschafl- 
J 





Bee Be) En er 
lichen Theiler von 0 und real übereinstimmt. Da aber o Divisor von 


ih (6) ; a i B ’ 
und e—— ist, so folgt, wenn man mit 7 den grössten gemein- 





ae EEE 
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schaftlichen Theiler von ö und e bezeichnet. dass © ein eemeinschaftlicher 


t,) 


Theiler von BER und (ec, e,. ©) ist. Aehnlich schliesst man. dass o ein 
= 20 von R t. 3, 
gemeinschaftlicher Theiler von 4, — und (e, e,.c,) und auch von y B 
[2 ? u (A 


1 


und (ec, C,, ©) ist, wo %, und 7%, respective die grössten gemeinschaftlichen 


Theiler von , und e, und von ö, und &, bedeuten. Daher ist 5 der erösste 


Bo 


Divisor des grössten gemeinschaftlichen Theilers der vier Zahlen y 
! 
(ist, 5.43 “ | 
hm md (50, 6), für den noch die Coneruenzen 10.) bestehen 
"7 


Vergleicht man das System der Congruenzen 10.) mit dem Svsteme 


5.) in No. 2. so ergiebt sich. dass o mit dem dortigen w übereinstimmt, 


ie 


daher ist 
d d. d, (1, e, “ d d. d, s. &; 1, 
Br ger at“ 2 .- . = - d. 
D? ‚2 t, ", t, Ö JE ”, ?, ", t, uU J 


Daher kommt eine im Producte // der Gleichung (2.) vorhandene 4" Wurzel 
” pn 
der Einheit genau 4 -amal vor: und da die Anzahl aller vorkommenden 
ö { 


’ g(n Äh A u 
oleich + -„ so folgt. dass alle g"” Wurzeln der Einheit vorkommen. und 
jede # mal. Dieser Nachweis war das zweite Erforderniss zur Begründung 


der Gleichung (2.). 


Sind e,. &, ... wieder Zahlen respective aus den Reihen 0, 1. 
pp") pp, 
PP) 41.0.1.... #21 .... welche der Coneruenz: 
ö Ö, ri 
() () 
e- e,0, r& 0 — +" 0 mod 
& Ü 


genügen. wo ec, jetzt den grössten gemeinschaftlichen Theiler von d, und 'd,.0 


Mi. . = 
0,1» 0,1...) bedeutet und Ö,, - ist. so hat man analog der Gleichung |2 
1 Ü l 
2. ee DE on 
P l on .e,ö, Ind, p .„e, 0, Ind, p 
af 7 Ahr e Br 7 er 
pe: N > 1 > 
pP 


Es sei e,=@,.c,. Wo «, eine ganze Zahl ist; multiplieirt man die Congruenz 


eo u * 


1°.) mit Ö’, so erhält man gemäss der Relation 7 = d'0 


’ T T 
e 0,0, — + &0;, 0, - 0 mode. 
© Ü 
i 2 
Setzt man 8, =&. = ®&. .... so geht diese CGongruenz über in: 


Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft ı 12 








90 Fuchs. zur Theorie der complexen Zahlen. 


T ver i 
l e 9 — +& m —-+ 0 modr, 
( ( 
und. weil d, = a,0d,. 0, = md5. ..., die Gleichung (2“.) in 
| 1 \! 1 
e. | I TI Ind pe Ind 
nie een e,,&,,e r 9,4 ıP 6: 2 u 
\ 99° Es > EMERFETRARER NER zäfk en 
pP 
wo das Produet sich auf alle Zahlen respective der Reihen 0, 1. 
fi Ah 
( * g(p, N i 
f 2 1. 0.1....* 5 2 —1, ... bezieht. welche der Coneruenz (1 
( Ö, 
venügen,. da, wie man leicht sieht, die Grössen e, &, ...,. wenn sie dieser 


Congruenz genügen. von selbst respective durch «,. ©, theilbar sein 
Man kann also in der Gleichung (2”.) die oberen Indices der 


das Produet // über alle Werthe der Grössen e,. 


müssen. 
Grössen e weelassen und 


ER aus den eben angegebenen Zahlenreihen erstrecken, welche der Con- 


oruenz (1.) genügen, nachdem man darin e gleich Null gesetzt hat. 


6. 
Substituirt man in dem Ausdrucke A (Gleichung (2.) in Nr. 4) für jeden 
| | 
Factor mi VRAE {I . seinen Werth aus den Gleichungen (2. 
| ; TunBR.22 
2°, a” 


und /2°.) der vorieen Nummer. entwickelt die einzelnen Factoren in Reihen. 


und multiplieirt diejenigen mit einander, die zu demselben Werthsysteme der 


(rössen e eehören. so erhält man: 


.eö' Indm .e, ö, Ind, m .e, ö, Ind, m 
= ei Bi "u 


l. BR: s—1 T 2. —— AEIEENESE:.5.W 


ı pop > m 
e,0 5,6, 





. « . . . . . ( 4 y 
In dieser Gleichung bezieht sich das Produetzeichen // auf alle 4 Werth- 


systeme e, €» &» .... die der Congruenz (1.) der vorigen Nummer genügen, 
das Summenzeichen 3, jedesmal auf alle positiven ganzen Zahlen, für welche 
die vorhandenen Indices einen Sinn haben. Wenn z.B. e=0,. e,. e. 


aber von Null verschieden sind. so bezieht sich IF, auf alle Zahlen. die mit 
N 


pP’ 


! 


n keinen semeinschaftlichen Theiler haben. 


Den Grenzwerth des Ausdruckes R für s=1 finden wir mit Hülfe der 


von Diriehlet in der Abhandlung über die arithmetische Progression gegebenen 


(leichuneen: 
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u ” \ 
(2.) lim(s-1)32,„— (für s=1) 5 
i j m 
.Indm „y, Ind, m ‚y, Ind, m ı yp e7/Indm .y, Ind,m y,Ind,m  m—1 
‘ > Si 2 ae ns s - ar 
u A nn ef. | dx 
m « 7 
I—- x 
In der letzten Gleichung sind y, 7. 7, ... ganze Zahlen. die nicht alle zu- 


oleich verschwinden; das Summenzeichen links bezieht sich auf alle posiliven 
sanzen Zahlen. für welche die vorkommenden Indiees einen Sinn haben. das 
Summenzeichen rechts auf alle Zahlen »,. und prim zu »,. wo 2», den 


Complex aller derjenigen in » enthaltenen Primzahlpotenzen bezeichnet. in 


Bezug auf welche linkerhand Indices vorkommen. während die Inteeration 


auf reellem Wege von O bis 1 auszuführen ist. In der Gleiehune 2.) da- 


egen bezieht sich das Summenzeichen auf alle positiven ganzen Zahlen. 


0 


Setzt man 
Indm 7, Ind, m ’ Ind, m m 


1. f, rn - JE er SI & ’ u 


m, 


I 
wo das Summenzeichen sich auf alle Werthe von m kleiner als », und prim 
zu n, bezieht, und ist », eine primitive Wurzel der Gleichung x Il. so 
erhält man durch Zerlegung in Partialbrüche aus Gleichung 3. 


y Ind m ed Ind, m #2 Ind, m | mo I dr 


c 
_ - = > ln Zi h) » / 
2, — = --5f,, (0) 

N N. l YEREE PERLE f 75 (nd)' 


„yIndm .y, Ind, m „y, Ind, m 
c 1 v2 2 


ef 

\ > ir A 2 = 
5 " m 

[| 9-1 a / 21 

he ; | ARE |loge o)+ (1 y—1 

na Is/ıs/aı“ - n, 7 
\—y(1—w)(1—w,'), welches eine von K mi N: 
wo e(w) =] -0,)(1—w,  ). Welches eine von Kammer mit dem Namen 


Kreistheilungseinheit belegte complexe Einheit ist. 


Ist z.B. n, = p’pj' ps und 3, z,. 2, respeclive primitive Wurzeln der 


[2 7 a 
s) . ) 3 ) . 
Gleichungen 3" =1. 3’ — 1, 3°: l. so ist 


m / o sinde ia u y,Indu _Wu z :7.Ind,u, _u 
6. e y 4 ur P > . u 2 | E_ Br 5” 2 = 2 
aid 
wo 2,5 Sur 2, sich respective auf alle Zahlen kleiner als p' und ohne 


den Theiler p, kleiner als p)' und ohne den Theiler p,. kleiner als p% und 
ohne den Theiler p; beziehen. Hieraus ergiebt sich. dass. wenn / mil », den 


grössten gemeinschaftlichen Theiler p"pf'p$ hat, f,., . (@,) verschwindet. 
v4 


’0 


12 se 
- 
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ausser wenn 7 =0 modp*, y,==0 modpj'. 72 ==0 modps:. Umgekehrt wenn 


/ ji 
die höchsten in z, 7, 7, enthaltenen ERROR von p, Pı, pP, respective p“, 
navy 09 .. . aArcan ne ö g f I ö aan R nn 0.0 O9, 
pi'» ps’ sind, so verschwindel Fu; @,,. ausser wenn /=0 modp‘ p}'p3°. 


1 yyrs Q " P 7 A FIR x Mrs Ar %ı Ar — Ay 09 a4" et Mr inc » Ir 
Hieraus folgt, wenn y=yp‘, Yı = Yıfi, 72 =7:p> und Y, Yı, 7, respective 
nicht mehr durch p, p,. p; theilbar sind. so ist nach Gleichung (5.) 


yIndm , e Ind, m .y, Ind, m 





\ ee £ WERE EEN. u: 8 en RER 
7 E m 
ER  Ip“p“'p“? Ip “ zip" P\ 'p; 
BL PP )| MR; 5 oe Wi (1- - ]. 
! n, rn R log. ie i I n, )V- . 


wo die Summation rechts sich auf alle Werthe von / kleiner als pp ""p3?"*? 
und prim zu z, bezieht. Setzt man für eine dieser Zahlen /, /m = m’ modn,. 
so durchläuft m’ mit m alle Werthe, die kleiner als », und prim zu », sind. 


nnd man erhält 


() 0, Os 


0 0 0 
f 3 p}'p, ) E . Ind! ;- Y Ind, ! ;— y, Ind, I 7 ar p\ Pr) 
Yyadı\ ” “u I> Yı>) 
Daher geht die Gleichung (7.) über in: 
‚YIndm .y, Ind,m ‚y, Ind, m 
s 5 _ : BUBEN... BR 
| ni m 
| 0 _0ı 9a ] 17 
a. f „P'Pı P; ) .— yInc I: —y,Ind, ! .—y, Ind, ! 
; un —) - np) 
n, Y;: Y ö $; l 
A, m 2ipepl' pi | 
fioge (eh 42 wre), 4] 
N) 2 . 
w N n, , 
wo rechts so wie in Gleichung (7.) zu summiren ist. 
Man findet nunmehr ohne Mühe: 
I) wenn 7-+y,+7. eine gerade Zahl 
‚YIndm .y, Ind, m , = Ind, m 
\ > > Sı > 
Q m m 
| N oe —ylı I: nd,l; d, ! Ip“ pp“ 
en f (oP >», P; ) N: ıd —y,l £, — 7, Ind, loge (w,P P,P; b 
| nn YsrYısda 
2) wenn y-+7,+7, eine ungerade Zahl ist, 
| .yIndm ‚y, Ind,m ,y, Ind, m 
\ z,° u 
" m 
(10 
) 0 Oo 
/ 7T ER P p'py\ > 7 Ind! .—y, Ind, ! .— 7, Ind, ! 
”. N Sl N 2 = - 1 1 = 3 2 
yv—1.p"p' PFTyy,,,\® ). 78 & &, 1 


rt 








nn 
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In beiden Gleichungen ist rechterhand so wie in (7. und /8.) zu summiren 


Setzt man p" "pr "mp "—n,, so ist 


(Net ‘ 14?%n,\ AA "p“ “ —I)n / Ipp“'p“ 
e& w,) e ww, i )e Kur e, En e ww, } / ı / 2 / elwf pP ] 
Ferner ist: 
N 
Y | | | In, 
/ 1- n,\ l t «AH, ( N, ) / IN 
a dr a8 Je\w EM | el, ). 
wo w eine primitive Wurzel der Gleichung & I bedeutet. Hieraus folet: 


I) wenn y-+yı+7; eine gerade Zahl ist. 


‚YIndm ,y, Ind, m „y, Ind, m 


= m Me 
Q m 
u / | ( pp" pP) ;—YIndi,.—y, Ind l.—y, Ind, /, 
= u } Pr ww, j Ss Sı S2 . . ı0g e ww 
n, / 7, F£! 
2) wenn 7+7,+7, eine ungerade Zahl ist. 
.y Indm .y, Ind, m .y, Ind, m 
\ < S Sı 2 i 
: Bo; m 
10°, 


zT 


ER N | Y. Ind, U. f Ind, / 
nn } fi Y >2 : 
l ‘?’ 1? 2 


"n»"'»’\o -— rvlIndl. 
wi! P, P;> P- / - 


/ = !: 





die Summationen rechter Hand in beiden Gleichunsen sind auf alle Zahlen 
kleiner als » und prim zu », zu beziehen. 

Wir können nunmehr zur Bestimmung des Grenzwerthes von R 
übergehen. 

Es bedeute für irgend einen Factor des Produetes in Gleichune (1 


das Product aller derjenigen in » enthaltenen Primzahlpotenzen. denen 


It 
ee s&yye 
nicht verschwindende Werthe der resp. Grössen e entsprechen, eine 
ses @yye 
. u r x . N, ar 0 0 0 . 
primitive Wurzel der Gleichung x Il. p', pi» p$- .. . respective den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler von p”, pi. ps. .-. und e. e,. ©. 
und man setze, 
> 5 ö'Indl;e, ö, Ind, 52 ö, Ind, / „PP; pP, es f („PP p"' p, 
N uud u An BR 


wo sieh die Summation auf alle Werthe von /. die kleiner sind als » 


e,8,,.0 


und prim zu dieser Zahl. bezieht. Es sei nunmehr 


[#) [2 i) 
DE en 
Rh») 
e,;,% 


Be Mh . r as. 
lI Pr Le EEE EN, 4. 


N se e.e e. 


- 
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wo sich das Productzeichen auf alle mit der Congruenz (1.) der vorigen 
Nummer verträglichen Combinationen der Grössen e. mit Ausnahme der Com- 
bination 0. 0. 0. .... 0. bezieht. so dass die Anzahl der Factoren von A gleich 
3 — I. Eine genauere Discussion des Ausdruckes A würde zeigen. dass 
er die Gestalt pp} p5 .... wo die Exponenten &, &,, &. 
Wir gehen jedoch aus dem Grunde auf die Ermittelung dieser 


rationale Werthe 


haben. annimmt. 
Exponenten nieht ein. weil es zweckmässieer scheint. den Ausdruck A in Ver- 


bindune mit einer Determinante im Schlussausdrucke der Klassenanzahl zu 


betrachten. geeen die er sich weeheben muss. 
Es seien ferner /, I. I. L;. respective die kleinsten Reste von 1. 
lz. iz. lz. ... mod» und 
nS; = I+1 +L-+[1,;- 
so weit forteeseizi bis das erste Glied wiederkehrt. so hat man in Folge deı 
Coneruenz 1.) in Nr. 5 
-eö’Ind!.—e,d,Ind !.—e,O,Ind,! | 


- 
— |“ >| Pi 
& eö’Ind!-— ed Ind, !.— e,0d, Ind, ! 
n2,$ Fee Di Dr A Di a 


wo die erste Summe auf alle Werthe von /, die kleiner als » und prim 


zu ne, , sind. zu beziehen ist. die zweite Summe auf solche von diesen 


yy ro. 


Zahlen. wovon nicht der Quotient zweier einer Potenz von zZ nach dem 


Modul » eongruent ist. Wir setzen diese zweite Summe 


2 -eö'Ind!; — e, Ö, Ind, !.— e, 0, Ind, / Beeren... 


l =» mx. / u 


u 
Es sei ferner 
E w‘ : eo )eiw”\e(w”* 


so weit forteeseizt bis der erste Factor wiederkehrt. und 


I) für den Fall dass 7 ungerade. oder 7 gerade ohne dass # = —1 mod» 


= -— eö’Ind/!.— e, Ö, Ind, !.— e, d, Ind, / 
S| S) 


— | 


...lose|o' 


s > ! 7 . Er > ) 1 e 
DR ed Ind}; ed Ind, E e,0,Ind,! oHE ao — QL(e. ei» 6m. 
2) für den Fall. dass 7 eerade und z°' —1 modn 
. 0’ Ind!.—e,Öd l\/.—e, ö, Ind, I 
en Indl;- e,9, Ind, I;- e,9,Indt  pgoelw' 
u 0’ 1/. - ) 1; N .— | | / h) 1 N 
o -— e0’ Ind & eo, 1 dd e,0, Ind, ...logeE(w) = L/e.e. e.. 


I 


— | 


wo die Summen ZL und ZL' sich auf die Werthe von / beziehen. die prim zu 
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n,, sind und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer Potenz 
e,€ a 


von z (mod») und die unterhalb 4x» für L und unterhalb » für 2 liegen 


Unter den Grössen d, Öd,. d,.... enthalte d die höchste Potenz von 2. 


welche überhaupt in einer derselben als Factor vorkommt  Alsdann sind die 


Zahlen d,. d;. ... sämmtlich ungerade, und daher ed, +&0,+.-= ee 
mod2). Man bestimme nun alle Systeme der Grössen @&,. &. .... welche 


der Congruenz 


Werl Ei, ii a 
eı0,- . DE Es een a u ) mod . 
c e- f 
senügen. Es sei für irgend eines dieser Systeme 
OR A ET 
e, 0, m! 2 MET, SER, 6; 0; u. 1 EEE U RR (; 
Ü E f 


so muss der zugehörige Werth von e der Congruenz: 


e0+l 0 mode 
senügen. — Ist nun e,. &. ein System. welches der ersten Congruenz 
m - RE A i 
senügt. so ist auch eı7 k ZZ, &, «.. ein solches System. wenn A 


- 
eine beliebige ganze Zahl bedeutet und die erste Grösse nach dem Modul 


j 


(f ;r * * * r * 
._ redueirt ist. Da aber der letztere Modul eine eerade Zahl ist. so ha! 
( 
diese Reduction auf den Charakter der Summe e, + &---- in Bezug auf den 
° N. ” Es en r > 
Modul 2 keinen Einfluss. und weil —— — uneerade ist. so folet daraus. 
: | 


dass diese Summe ebenso oft gerade als ungerade ist. Ist 0° gerade. so is! 


el +e 0, +&0, +: e + mod?2). daher wird auch die erstere Summe 


ebensooft gerade als ungerade. Ist aber d’ ungerade. so muss man die 


Fälle unterscheiden. wenn auch Ö also auch e ungerade. oder wenn das 
(resentheil stattfindet. Im ersteren Falle sei e, e,. &. 


I.) der vorigen Nummer genügendes System. so bilden auch die Grössen 


ein der Coneoruenz 


- ’ r ; 
Aue ‚JE .'UeE "Tem SE = 5 Pe Sue . | ein solches. Da aber e un- 
( 
serade ist. so wird ed’ +e,d,+&0,;,-+ +: ebenso oft gerade als ungerade. Im 
anderen Falle. wo e gerade ist. ist = &e, mod?2. wenn die Summe sich 
auf diejenigen der Indices 1, 2. ... bezieht. für welche e, dieselbe Potenz 
von 2 enthält wie e. — Es muss aber e+@G@=0 mod? sein. und daher 


el’ +e,d,-+e d,+:+-- congruent der Summe der übrigen Grössen e (mod2 


Diese Summe aber ist ebensooft gerade als ungerade. da. wenn z. B. e, ein 
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7 U. ER 


i - 


Glied derselben ist.  +k —— 2 
- 
ist. Es ist also in allen Fällen ed’-+e,d,+&d,-+... ebenso oft verade als 


ausser wenn alle Grössen e eine eleich hohe Potenz von 2 ent- 


ebenfalls ein Glied einer solchen Summe 


ungerade. 
halten. Dieser Fall tritt aber dann und nur dann ein, wenn 7 gerade und 
z' = —1 modz, und in diesem Falle ist die Summe ed’+e,d,+&d,-+-- 
stets gerade. 
Setzt man endlich 
ee BAR) ER BER ES, ) 


wo das erste Produetzeichen sich auf alle der Congruenz (1.) der vorigen 





Nummer genügenden Werthsysteme der Grössen e bezieht. für welche 


eö’+ ed, +60, - eine ungerade Zahl ist. während sich das zweite und dritte 
Produet auf alle diejenigen Systeme beziehen, für welche ed’+e,d, +0, 


eine oerade Zahl ist. so erhält man schliesslich: 


I) wenn 7 ungerade, oder 7 gerade und 7° nich! -1 mod» 
pi ı) ii yın) a 4 (In) 
11. iimR = (—1) ”° v1)” .2” mt 
für s—=]1 
2) wenn r eerade und #” = -1 mod» 
11°.) IimA= —A.O. 
für s: ] 
7 


Ehe wir zu der zweiten Summationsweise der Reihe AR, wie sie die 


Dirichletsche Methode erfordert, übergehen, ist es nothwendig, Einiges über die 





complexen Einheiten in z voranzuschicken. 
Ist » eine uneerade Zahl. so besitzt. wie Kronecker (dieses Journal 
Bd. 53, pag. 176) gezeigt hat, jede complexe Einheit in der Theorie der com- 


plexen Zahlen in w. Eiw). die Eigenschaft. dass 


E(o"') + E(w). 
wo Ah eine ganze Zahl bedeutet. Da für eine complexe Einheit in 7 die Glei- 
chungen E(o) =E(w*) = E(w")=.---—E 0” ) statt haben, so ist, wenn ı 
gerade und "= —1 mod», E wo )=E(w')=E(w), oder es sind in diesem 


Falle alle Einheiten real. Ist aber 7 ungerade, oder 7 gerade und z°° nicht 


-1 mod», so folgt aus den beiden Gleichungen E(w"') = +w"E(w) und 
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E(w”)=E(w"')=+w"E(w*)—= +w"*E(w), dass w'*’—1, oder h(z—1 0 
mod». Es habe daher z—1 mit » den grössten gemeinschaftlichen Theiler s. 
so muss h == 0 mod — sein; oder »” ist eine s" Wurzel der Einheit. Es 
sei & eine Wurzel der Congruenz 2e—h==0 modx, so hat E’(w) = w’E (wo 
die Eigenschaft, dass E'(o") = +E'w). Es wird also jede complexe Einheii 
in 7 durch Multiplication mit einer s"" Wurzel der Einheit entweder real 


oder rein imaginär. Ist » so beschaffen. dass es Einheiten der letzteren Ar! 


. . Ri hr . R „ E 107] 
viebt. so sei E(w) irgend eine derselben. so ist E’(w MT real. wenn 
; ; ,(@ )> 
C=0 oder 1 gesetzt wird, je nachdem in der Gleichung E(o ')= tw" E(w 
das obere oder untere Zeichen eilt. Es ist also E(w wE(w)’.E"(w). 
pn) i i 
Es werde nunmehr ‚= - geselzt, so ergiebt sich aus den von 


Dirichlet gegebenen Sälzen über complexe Einheiten. (Monatsberichte der 
Berliner Academie Jhrg. 1846): 

I) wenn 7 gerade und #’ = —1 mod», so giebt es v—I reale und 
positive Einheiten in 7, &(@),. &(®). ... &_,(@), die ein Fundamentalsystem 
constiltuiren, so dass jede complexe Einheit in 7, E(w), dargestellt wird durch 


die Gleichung 


u m m, m 
(1.) E(w) = +te(w) !'a(w) *...e,_,(w) 
WO Ms Mo»... M,_, positive ganze Zahlen sind. 
2) wenn 7 ungerade, oder x gerade und z°° nich! -] mod», so 


oiebt es ein Fundamentalsystem von 4r—1 realen und posiliven Einheiten 
1 [O). 5(W). ... &,_1(@). so dass in diesem Falle jede complexe Einheit in 


1, E(w), wenn es rein imaginäre Einheiten giebt, dargestellt wird durch die 


Gleichung 
a\ ' Ey c m m, mı, 
(2.) Eio +0 E(w)’e(w) !'&(0 rn (w) 9, 
WO Ms Mas... Mı,_, ganze Zahlen sind, und w* eine s" Wurzel der Einheit 


bedeutet. und wo C=0 oder 1 zu selzen ist. 
Wenn es keine rein imaginäre Einheiten giebt. so hat man dagegen: 


. | £ m m, Mi, 
er E(w) = twi&(w) '5(w) ?...&,_1(W | 


Bezeichnet man die Anzahl der nicht äquivalenten Klassen der idealen 
Zahlen in x mit H, und bedeutet f,(®) eine zur a” Klasse gehörige ideale 


Zahl, so ist 


n —_ z_E-U ‚zw _C-D) , za_&- DE 
IN fo) |’ IN, (@) |’ | N f; (w) | | N I n.- ıı W | 
Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 2. 13 
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wo 2°’ sich auf alle verschiedenen idealen Zahlen der a" Klasse bezieht. 
und wo mit f(o) jede wirkliche complexe Zahl bezeichnet wird. Es ist nun- 
mehr leicht zu zeieen. dass die Grenzwerlhe dieser einzelnen Summen für 
s— |] unter einander gleich sind, so dass 

1) ” 
— fürs=1. 


3.) ee; : Hlım EM ST 


wo die Summe rechter Hand sich auf alle wirklichen complexen Zahlen in a 


hezieht. die nieht dureh blosse Einheitsfactoren verschieden sind. — Die Unter- 





suchung des Grenzwerthes dieser Summe erfordert die Unterscheidung der 


beiden Fälle: erstens 7 ungerade oder 7 gerade und #° nicht = —I mod, 
zweitens r gerade und z°' —1 modn. 
[. 7 ungerade, oder r gerade und #2” nicht = — 1 modn. 


. « \ —_v \$- l J . d ® ’ 
Bezeichnet man den Grenzwerth der Summe 2 nz Jr für s=1 mit @, 
i (W ® 


so ergiebt sich aus den von Dirichlet und Kummer entwickelten Prineipien. dass 


a BE an 
G=-— im— für T=x, 
2°,25 I | 
wenn \ die Anzahl der Glieder der Reihe bezeichnet, für die Nf(wo) <T. 
und wo die Coeflicienten @,, di, das ... Ay IN 
f\o W+mD+a,W +4 Un) "de 


ausser durch die g (rn) Gleichungen vertretende Bedingungsgleichung 


(4.) fiw*) — f 00 


durch das folgende System von Gleichungen eingeschränkt werden: 


1) 1 
ö \ / " R » 5 m 
Zul, 0 )2, Alef u) If 182) "il, 
5 1 
> /e(w'?)z llefiw #1; Wu 
> \ { Te a\ ei ü "rn \ In 
1y—1 
Io: (N. __ ıTef( Mıy—1 f/,n!-Gr—1)\ 
| Sul (o' PN), = Hleflo "fm )]. 


In diesen Gleichungen bedeuten &(w). &(®), ... &,_,(®) zu einem Funda- 
menlalsysteme zusammengehörige reale und positive Einheiten in 7, die Grösse 
e eine beliebige Conslante, 7. 75, ... r, die v Zahlen, welche kleiner als », 


prim zu », und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer Potenz 
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von z (mod»)., und endlich z,. z.. ... &,_, zwischen Null und Eins liegende h 
Zahlenwerthe. Mit dem Symbol! / wird der natürliche Logarithmus bezeichnet. 
und r_, ist gleich »„—r,. Endlich muss C = 1 oder Null gesetzt werden. je 
nachdem eine rein imaginäre Einheit in 7 exislirt oder nicht existirt. 
Setzt man ,=a,.t für a=0, 1, .... p(r)—1, und 
® 
f(o +0 +4,00 +... 7 JRPENEERR 7) ale 
” f'(w) ’ | 
so dass flow a ae nımmt man ferner e zz an, SO hat man in dem 
1 


Ausdrucke G = lim > für jeden Coeffieienten «' die Glieder einer 


Ss 

No) 
Lo 
nach positiver und negativer Seite sich ins Unendliche erstreckenden arithme- 
tischen Reihe mit der Differenz ? und dem Anfaneseliede O0 zu nehmen. welche 


mit den Bedingungen 


I 
| S.l.(w')z Ufo. f (w 
ae, 
ji ec 
7 2 le(w ?)z, Ufo )f(w 


v—lI 
Pr ER En PR 
| le [6] 2" Sa uf" on # 1 f wm (s’—1) 


ae .. An i 
verträglich sind. — Nimmt man T— „an, so oeht die Bedingungsgleichung 
\f(o ln 
Au << T über in: 


(8. Nf (w = 5, 
Nimmt man £ unendlich klein, so werden die Coeffieienten in f(w) reale 


Variabeln. Sind nun „Pe PP die primitiven Perioden, so genügen 


| 3 ; 
dieselben bekanntlich einer algebraischen Gleichung F{r)=0. in der die Coel- 
licienten ganzzahlig und der Coeffieient der höchsten Potenz von x die Einheit 
ist. Da wir (s. No. 3) annehmen können, dass die primitiven Perioden nich! 
verschwinden, so können auch nicht zwei derselben einander eleich sein (vergl. 
die o. a. Abh. von Kummer vom Jahre 1856 $. 2. und meine o. a. Arbeil 
No. 4). Daher folgt bekanntlich aus der Gleichung (6.). dass 


\ 2 F | 2 ! N } 
) fiat) = tn +9, + +2,_N 


"a 
1 3 % 
« 
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für a=1, 2. ... v, gesetzt werden darf, wo 2, Zi, 82, --. 2,_ı reale 
Grössen sind. Daher ist 
| ?(v) 
10.) (1 5° 5% / d2,d2,..:42,_,: 
. wo / ein vfaches auf die Variabeln x,. x. ... z,_ı erstrecktes Integral 


«ı 


ist. mit den durch die Gleichungen (7.) und (8.) ausgedrückten Grenzbedin- 
sungen. Es seı 

(11.) of (w'*), 
führt man mit Hülfe der v Gleichungen (9.) die Variabeln y an die Stelle der 
Variabeln x in das Integral (10.) ein. und setzt die nicht verschwindende 
Determinante 


ir rt 
N r, T 
| 
Ian 7 2 
7 r, r, D, 
1 7T T ie 
r, r, ) 





so ist bekanntlich 





) 1 ’(y) 
(12.) G= | dy,dys...dy,. 


und die Grenzbedingungen (7.) und (8.) werden: 


yv—1 
| x u x - zu /, 
= .le(® ')2a — l(Yyı-Y-ı)» 
bi _ 
13.) [ = .l&|® *)2« = allyı.Yy_)-. 


Lyv—I\ _ 


2 l 
" v f rı out r4 \ 
| = le(® a Fa allYyow-ı-Y (4v—1))* 


(14) Yıy-..y, <1. 
Die Variabeln y, und y_, haben conjugirte imaginäre Werthe. Setzt man daher 
(15.) Iy, = 4,4 %,40-V 1; u, = tr VI 


für a=1.2, ... 4r, und transformirt das Integral (12.) in die Variabeln w. 
so findet man ohne Mühe 


u 
sD- 


A 9 2u, „2u 2un, 
16.) @ = (—1)”- J ee” ®...e” "du,du,... du,,. du, du,.+2... du, 
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Die Grenzbedingungen (13.) und (14. 


vl 


ly—1 


5° I (fa \ 
Fo ) 


I01 


oehen über in: 


3a U. 


2 z \ fi; 
1 ®. ) le, u 57 U: 
iz r 
Zle, lo w—l)z OR 
Ä 2u,,2 2u; 
(18.) er —q, 
In diesen kommen die Variablen «,,.,. #,:>» ... #, nieht vor, und man hal 


daher in Bezug auf jede derselben zwischen den Grenzen — 37 und + 4a zu 
° . y y » . » U . 
integriren. Aus (18.) folgt, dass man in Bezug auf u zwischen den 
2uı 2uı, — Ru,  — Ru — u, 
Grenzen e "=0 und e "=e 'e a "= zu integriren hal 
Daher ist 
1):r 2 2 ‚m: (3v—l) 
(19.) (r —— —_——_f du, du,...du,,_;,- 
s.D u EN er 
mit der einzigen Grenzbedingung (17. Setzt man die Determinante 
FE 5  ; r 
le (wo!) l(w') le,_,(w'! 
f $ f To N", 
le, (w®) l(w? l&,_,(w : 
is. f1y_1\ ° 
le, (w 2 " l&,( 2 5 le, (w® 











so verschwindet bekanntlich diese Determinante nicht. weil &,(w). &(w). 


&,_,(@) ein Fundamentalsystem constituiren. Man hat daher 


(-1)9.92:,.n®9,A f@-D 
d3,d2....d2,,_ı. 


(1 nen 
e s.D 





wo die Integration in Bezug auf jede der Variabeln z zwischen den Grenzen 


0 und 1 auszuführen ist. Es ist also endlich 


(—1)#.272:,.77.A 
s.D 








RO.) @G 


Hieraus folgt mit Hülfe der Gleichung (3.) 
NP. Par. A.H 
s.D u 


I 


limR = 


s—] 


| 





(21.) 
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Setzt man diesen Werth von lim? dem in No. 6 Gleichung (11.) gefundenen 
oleich,. so erhält man 

Ei A.D.s.P () 

2) H= (-1”. — << 


Il. r gerade und #" = —1 modn 
In diesem Falle ist 


- N - gr 
G = lim für l - . 


An die Stelle der Gleichunsen (5.) treten die foleenden: 


v—] 

v f, - f ’ » # 23 

zul, 0 )Sa stlef u | |. 
\ 2 . » 

N l(o?®)z Illef ww’ 2127 

23. E BERN ö 

S,l,(w’)z, = 4lleflw "). 
wo wiederum &(®). &(®). ... &_,(@) reale positive Einheiten sind, die ein 


Fundamentalsystem constituiren. — Es ergiebt sich auf analoge Weise wie 


ım Falle I 
I y0 
24 G u / dy,dys... dy,. 


WO Yı= =» ... 4, reale Variabeln sind. und die Integration den folgenden 


Grenzbedingungen gemäss geschehen muss: 


3 l 
hi / u Z 
ale, w') S sly; 9 
' v—l r 
y' 2\ ni 2 
235) (Fl) = all. 
| -1 r 
he E —1\ _ 2 
| le, u) | “a j Ay; l 


26. 7 UP SE on 5 
Die zweite derselben erfordert, dass in Bezug auf y, zwischen den Grenzen Ö 


und ee integrirt werde. Führt man diese Integration aus. und setzt 
I, Ya +++ Yr—1 
vo re... 
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so erhält man 


i ‘(v—1l) 

9 \ ’ 

(27.) i ör / du, du,...du,_,. 

wo 4, bs ... a,_, reale Variabeln sind und die Integration den folgenden 


Grenzgleichungen gemäss geschehen muss: 


—1 
, TE 5 

“ j 

J % 2 on 

28) (Fulw?)z 2; 
i l r 
\ le, 0 | 2 au, l 
Führt man in das Integral (27.) die Variabeln 2,. ». ... z,_, ein. in Bezuo 


auf welche zwischen den Grenzen O0 und 1 zu inteeriren ist. und setzt die 


Determinante: 


| le, (wo) le, (wo! ) ie ww‘ 
le, (w'®) le,(w ?) u © wu?) o; 
Halo’) Isla) ... le,_,(o'’) 
so folet 
' " 
29.) @ : DIT 
Endlich ist 
H.A' 


(30. ) lim R - 
s—] 


2D 


Setzt man diesen Werth von lim? dem in der vorigen Nummer Gleichung (11 
sefundenen gleich, so erhält man: 

0 0 
(31.) H — —RD.A.— 


ZN 


5. 


Die Bestimmung der Klassenanzahl der idealen Zahlen in 7 lässt we- 


sentliche Vereinfachungen zu, wenn » keinen quadratischen Factor enthält. 
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d.h. wenn » = ppıP3Ps3---» WO P, Pı» Pa» Ps» --. lauter verschiedene, un- 
serade Primzahlen sind. Es scheint daher nicht unangemessen, diesen Fall 
besonders zu behandeln. 


Ist n durch keinen quadratischen Factor theilbar, so lässt sich jed: 





complexe Zahl in w» stets und nur auf eine einzige Weise in die folgende Form 
bringen: 


> 


| f\v) = a v'+W +... ta,,0' 90 
. \ ) \ l | 2 | } r 


Yin) 
00 Aıs Ass -- - Ach) gamze Zahlen, und r,, tr, ... r die Zahlen bedeuten. 


ger) 
welche kleiner als n und prim zu n sind. 

Denn ist w’ eine nicht primitive Wurzel der Gleichung ." =1, und 
ist z. B. b=opp,, wo «@ prim zu pp;... ist. und sind /,, 5. ... die Zahlen. 


welche kleiner als pp, und prim zu dieser Zahl, so hat man die Gleichung: 


2. PP: ( | _mPıP: P; ET udn mPeP:P; he =— 0. 
lieraus folet, dass man jede nicht primitive Wurzel der Gleichung .' = | 
und folelich jede eomplexe Zahl in die Form (1.) setzen kann. — Es er- 


ojebt sich hieraus ferner ohne Mühe. dass die Determinante 


r p. Pot 
Wo! ww? BE iu. 
TR we’: 2. ao 
TRAG IA wm yin) 


nicht verschwindet. wenn r,=1 angenommen wird: und hieraus ereiebt sich. 
dass man f(o) nur aul eine Weise in die Form (1.) setzen kann. — Ist 


daher fo) = f(w). so hat f(w) die Gestalt 


=. f !) een 7 ne Tu ul. 6 7 
) fie un, Fan, 1 Ma,2,. 
Wo 4. lb. ... a, ganze Zahlen und r,. r,. ... r, die v Zahlen bedeuten. 


welche kleiner als » und prim zu », und wovon der Quotient je zweier nich! 
congruent einer Potenz von z (mod). 
Es sei nun 
l. 7 ungerade, oder 7 gerade und #° nicht == —1 modn, 
so tritt an die Stelle der Gleichung (10.) der vorigen Nummer die folgende: 


. 1 *(v) 
E G = —— f da, da,...da,. 


9 Pe 


D . mi 


In der Gleichung (12.) der vorigen Nummer ist an die Stelle der Deter- 
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minante D die Determinante 


I 7 
1 Fr ) 

I I I 

Pr. Er r,2 F 
= TI, I 

nr, v1 gr 


zu seizen. wo r, = 1] angenommen wird. 
Im gegenwärligen Falle sind die in No. 5 eingeführten Grössen e, e, 


hen) 


Pu... respeclive durch p, p,, ps, . . . nicht theilbar, und es ist: 


). / ( + 2:5 Fi oo, 
Os eryrt yayır- En 


wo die Summe auf alle Zahlen / zu beziehen ist, die kleiner als » und prim 


zu 2. und wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist. je nachdem 


4 . . » r . 
Ar ———— eine gerade Anzahl von Primfactoren enthält oder eine 
nF n 
ale 6,656, 5». 

ungerade. Dieses ergiebt sich aus der Gleichung 

an _ rn D,n 

b. u ee (Fi pa" mim. Mühe V. 
wenn « eine der Zahlen, die kleiner als N, und prim zu derselben ist. 

nes 
während /,. /%s. .. . sämmtliche Zahlen bedeuten, welche kleiner als n 
e,e, 


und prim zu dieser Zahl sind. und wo das obere oder untere Zeichen zu 


nehmen ist. je nachdem n, e eine gerade oder eine ungerade Anzahl von 
ven 


Primfactoren enthält. 


.eö'Indz -e,d Ind, z 
Da Ss Tu. Bi 


- | o -eö’ Ind! .e d' Ind, / 
5 f (W 18 "Filth ri 
et et 


wo die Summalion rechts sich auf alle Zahlen bezieht. die kleiner sind als 


» und prim zu » und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer 


Potenz von z (mod»). — Die Determinante 
„eö'Indr, „edö Ind, r, „eWd’Indr, „eWö' Ind, r, „ed Oö’ Indr, „ed Ind, r, 
| > sı ...,. 1 We Sı B 
ed) Indr, „ed Ind, r, „e)ö' Indr, „ed Ind, r, ed) ö’Indr, „e@®)ö Ind, r, 
J | > Ss Be sı nn A Sı |_ 
ed’ Indr, „ed, Ind,r, „e)ö’Indr, „ed Ind, r, „ee )ö' Indr, „er )ö, Ind, r, 
ıs >] re "sı ar W Sı 


wo ee”, ei, e®, ... füra=1,2,.... rv alle statthaften » Combinationen der 
Grössen @, €, &, ... darstellen, hat die Eigenschaft, bis auf's Vorzeichen 
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unverändert zu bleiben, wenn man an die Stelle von S, 5, 5... . respective 
5,5. ... setzi. Nach dieser Veränderung heisse die Determinante 
J,. so ist leicht zu zeigen, dass J.J, = +J° = v”. — Man bilde nunmehr das 
Product der Determinanten J und E, so ergiebt sich mit Hülfe der Gleichung (6.): 
J.E=- +24] (© ). oder 
. E56 5&gy+ N 6 y0y + 
(S.) E = tl (w 
\ / u e, e, dass e, e, : 


wo das Produet den Zähler des Ausdruckes A in Nr. 6 bedeutet. 
Der Ausdruck für die Klassenanzahl wird in unserem Falle: 


‚ A.E.s.P QO 


I.) H = (—1)® 





- . ® 
Hly- l—ı / 
2 - 


Das Product AIf,, (®, ) lässt sich vermittelst der Gleichung (6.) in 
„Y%) 


ar » . } € € a . . “ . 

No. 6 in der Form pp\' p>°... darstellen, und es ist nicht schwer zu zeigen. 
on: 2: 2 

dass In, , der Nenner des Ausdruckes A, gleich ist p”.p, 


gr 


e: 8. 
1.D5 2 


Hieraus eroiebt sich. dass 


1 | . 


Ce 6, 





Der Ausdruck (9.) wird daher, abgesehen vom Vorzeichen. 


| (—1)®.s.P Q 
(10. ) H — 9p—1 E53 ae "a 
Is 
Il. = gerade und # = —1 mod. 
so findet man auf ähnliche Weise, abgesehen vom Vorzeichen. 
44° 9.0 
ee) Me 2. 
Y. 

Zum Schlusse sei es mir erlaubt auf die Beweise zweier auf die Pe- 
rioden 71, bezüglichen Sätze, welche in der vierten Nummer meiner mehr- 
erwähnten Arbeit enthalten sind, hier noch einmal zurückzukommen. Ich 
werde mich hierbei den daselbst angenommenen Bezeichnungen anschliessen. 

Es wird zuerst folgender Hülfssatz bewiesen: 
Es sei 
(4 < q° ce) n 
4.) za, = 
/ 4a? G. . . r ‘ 2 
wo (aud,g e) die daselbst in No. 3 festgesetzie Bedeutung hat, und die Sum- 
mation sich auf solche Werthe a bezieht, die incongruent sind nach dem Modul 
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c., ferner werde vorausgesetzt, dass ce, nicht durch p, theilbar sei. und dass 
die Grössen A, rationale, ganze Functionen der Wurzeln der Gleichung x" —- 1 


2 R r . \ Rp. . . 

(wo n,= —— gesetzt ist). mit ganzzahligen Coefficienten sind. so ist X, 0. 
Zu 

für alle Werthe von a, auf die sich die Summation bezieht. 


r . 5 . q® E;, \ . .. » 7 . 
Denn redueirt man die Perioden (u, ) mit Hülfe der Gleichung. 


lt; 

e u: 356 . a ), j 
welcher die primitiven Wurzeln der Gleichung « | genügen. derartig. 
dass im redueirten Ausdrucke Zt, die Exponenten von u. kleiner als p p,—1 
sind. so haben in der Gleichung 

a5 ZAR 0 
die verschiedenen Grössen R, keine semeinschaftliche Potenz von 
Denn man hat (s. No. 2. der Arbeit) 
“ Me- # . m;——1 2 m; 1 ' 
‘ \ (Dora) ; /). (DD. —: ’ ö 
3.) RA, = x(w,) [u ie PeTP) nut 11 Ju (u 


wor! /\u,) } PNZE } a, enthält, deren Exponenten kleiner als 
orin z(a,) nur Potenzen von a, enthält, d Exj | kl | 


M.- 1 f \ \ « . 
N p.—1). und w(a,) nur Potenzen von «,, deren Exponenten kleiner 
m;—1 FR] u . Der . 
als p, Ebenso ist. wenn a’ von a verschieden: 
m; —1 m; — 1 n.— 1 
‚ ); =), - ,.—53) ), 
1. BR. y | HU. ) — E J . ul 5 7 en t uf \ | } u 7 


wo 2 (u,) und '(a,) respective eine ähnliche Bedeutung haben. wie y(u 
und w(a,). — Aus den am Schlusse der No. 2 der erwähnten Arbeit ange- 
stelllen Betrachtungen ergiebt sich, wenn man der Kürze halber 


u} 3 m;—1 
(P—: ei „P: 4 ( 


€ 


m — 1 
); 
ul 


c 


m 
9 
I = ) 
(P: “up: 


setzt, dass z(w,) mit z'(w,) und Cw(a,) mit Cw'(a,) keine gemeinschaftliche 
Potenz von «a, enthalten. Aber ebenso wenig kann y(a,) mit Cw(a,) oder 
Cw(a,) mit %(w,) eine solche Potenz gemeinschaftlich haben. Denn damit 
z. B. O,ıp(w,) mit y'(a,) eine gemeinschaftliche Potenz enthielte, müsste eine 


Gleichung folgender Art bestehen: 


[1 °C; m 1 a’ SC; 
y \ ( ( ? & ( MR 
d. ) u 1 yı — ul ! 
7 : o. a+-rc, __ „U+sc in 
wo x, y. z ganze Zahlen sind. d. h. es müsste q —=g '"* modp, 





I0S 
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i 


9, (a—a) + Pe(x—2) c 
sein. daher auch gT/ TPe\ 


mn . » 
I modp, Hieraus folgt 


6.) (a—a)p,+(x 6,-P; 0 mod4.. 
wo 4, die in der erwähnten Arbeit No. 3 ihm beigelegte Bedeutung hat. 
Aus (6.) folgt (a—a)p. =0 mode,, oder, di 


a mode.. 


- 
£J 


ı ec. nicht durch p, theilbar ist. 
oesen die Vorausselzung. 


Da nun 


bewiesen ist. 
Wertihe von a. 


dass in der 


Gleichung 
die ineongruent sind mode 


(2.) die Grössen A, für 
„ keine gemeinschaftliche Potenz von 
so müssen nach einem Satze von Kronecker (Liouvilles Journal 

19) die Grössen A, für alle Werthe von a. auf welche sich die Summation 
in (1.) bezieht. verschwinden. 


x». enthalten. 


Mit Hülfe dieses Lemma wird der Satz am Schlusse meiner erwähnten 
Arbeit. der 


die Bedingungen für das Verschwinden einer Periode enthält, fol- 
oendermassen bewiesen. 


Die Allgemeinheit des Beweises wird nicht beeinträchtiet. wenn wir 
" m, m m, m, 

der UVebersichtlichkeit wegen »=p,’p, 'p ps’ annehmen, und 
»>Pp>p>p: Isa | 


zwar sei 
3, primilive Wurzel 


‘I n 
der Gleichung = = 1. 
m 


Wo 
m, m oc N 
= pı "pr ’p3 ’, So folgt aus den Gleichungen (3 


) und (4.) der No. 3 der a. A. 
u 
T. 3 (2 21. 4 er Me ) 


ı, verschwinden. 


’U. 
Soll daher so muss nach dem obigen Lemma ent- 
BE nz e,\ 8 
weder (u!,g°)=0, oder (z!,« 


m 5 


-() sein. und zwar nach einem Salze in 
No. 1 der a. A. für jeden Werth von a. Findet ersteres nicht statt. hat 
man also die Gleichung 

\ PR. 7 
3 se V. 

Es sei der grösste gemeinschaftliche Theiler von e, und 4, gleich 5; von e 

Du /. (A,,A,) TE 
oder und (4,.4,) gleich y: von 7 und u sleich d, so ist die Glei- 

N J 
chung (8.) gleichbedeutend mit der EN 
(Y.) Er (Sun . qJ Yu o) qJ - 0. 
. . « . % \ BB. . In. in 
Diese wird ebenso wie die Gleichung (7.) hergeleitet, wenn n, = p> ’p3 ’ 
. ... r W . N 4 . » 

und z,, primilive Wurzel der Gleichung x =1 ist. Aus derselben folgt 

nach dem obigen Lemma. 


gro Öc, ü / gro Öc, 
dass entweder (m .q ) =0(, oder |zu ,q ) 
Nun aber ist semeinschaftliche 


für alle Werthe von a. 


der grösste 
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Theiler von 4, und (4,, 4. 4,) gleich dem von 3, und A, „ gleich 
Y 
7 \ ) ME ) » . 
dem von —-Pod und —: Pd. , gleich 30. Aber andererseits ist der 
po (F yo h 


orösste gemeinschaftliche Theiler von 4, und (A,. 4,.4,) gleich e,. demnach 
r 


.,Aö 


h N oz c,ö 3 x " 
ist co, = 0. Es ist aber 9° =g“ „und der Exponent, zu dem g'’(modp, 


R 7 ji Pe 
sehört, gleich — = —+:d, daher ist nach der Gleichune (3.) in No. 3 der 
arco dc N { go £ \ x ‘ h, R / ) y 
a. A. (u" .q JE 4° )- Ferner ist —- Ä der Exponen!, zu dem 
‘ . 
© : re .. . „I m . ha, hr 
q° (moda,,) gehört. und der grösste gemeinschaftliche Theiler von ’ 
no [4.4) A 4 ),,d 
und —-—.9 gleich dem von —— = .y und — -—.y, eleich dem von 2.) 
BprS u vB»! es 
,, L | : R 
und nd, gleich yd. Bezeichnet man also den grössten gemeinschaft- 
7 50 5 ’ 
lichen Theiler von (4,. 4,) und (4,.4,) mit r,,. so hat man rn, =70d. Ferner 
C. ) Ce, 
— - + }° “ - . . 
| gi q? q’ u und (A d,) (Ar, ds 0) . Daheı 
IS . - ea .n — fr, aher 
/ / ] y yö ni yo I 


. b) . (6 \ . r f un )r alo Ro 
ist nach der Gleichung (3.) in No.3 der a. A. (z’ ‚g‘%) (21 ,gq ) 


/ adcH N 
Mithin ist entweder (ul ; g') — (), oder 
10.) (20 Bu ge ) - 0. 


Es sei nunmehr der grösste gemeinschaftliche Theiler von 7, und r,, „leich 


o " m,\ h Ah, z. 
5, so gehört q °' \modp, ’) zum Exponenten —-:; und wenn der grösste ge- 


I 
P 


7 . 


. „1° r . - . .. " IH 
meinschaftliche Theiler von 4, und r,, gleich 7 ist, so gehört qg' \modp; 


zum Exponenten —-- Endlich sei der grösste gemeinschaftliche Theiler von 


A A . \ . . % . / P . 
4 und —- gleich d’, so ist die Gleichung (10.) gleichbedeutend mil der 
} Y 


i 


folgenden: 
1 u Ni v 17; y \ 
i ( ör ( ö'r 
(11.) 3 (ut .q (ud .dq ) VÖ. 
0) 
. \ i ( Or 
Hieraus folgt nach dem obigen Lemma. dass entweder TER q 1) —() oder 


s ar, ” 
( Ö'r ” . . ’ OR 
(u8 ‚q )=0, für alle Werthe von a. — Nun aber ist der grösste 


vemeinschaftliche Theiler von 4, und r,,, gleich dem von (Au, 4,) und 4: 
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lerner der grösste gemeinschaftliche Theiler von 4, und r,,. gleich dem von 
/,, und (A,.4,); daher ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von 7, und 


2. | ae; ' us 
buy has) gleich dem von 4, und (4, 4,)-—. gleich dem von —--/?’ und 


ie P' 





) a /, A f} . A, \ FM, / ) ). \ * f 7 
—/.2., oleich dem von —.:- Pd’ und I -—:’0', gleich P’d': 
2 ee FIET f 2) MT l - I 
2 ) u { ar 
; F 
i ü A 0. — 
2 . & F ö'r 7 
‘ | ip?’ » A „ a = em r .) ‚ ® . Er ' — { 
daher ist & = P’d'. Nun ist 4, = 7 BO, £u> F P,gq "=qg 
> 
- 3% f 1 ,y’ 
3 an FE gu Ör 
er Daher ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 in der a. A. (u .q 0) 
f ar’ C, \ a) D ._ ’ . „.17e r . r 
vo .g®). Ferner ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von 7, und 
bye hy. 45) gleich dem von 7, und (4.4, ur z sleich dem von —-z' und 
{ / 

/ z 2 ), N o I ! N 7 ‚ /. ) A, Kr . f ! 
er Z12.—.y', gleich dem von ——--7'd' und ——.—.y'0", gleich y'd'. 
F7 / - . y'ö' / y! 20' / / 

& 
. „IN. Mei 
. \ r . . / a Fr r o' ‘ n 
a ıp & » _ a! \’ D ip SQ s ur . 2I ne VD — ‘ 
daher ist =y'0d. Nun aber ist 4, : MIR GB 7: q = q 


j D 
} 


q°  „ daher ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 dera. A. \u! .gq 


f N" 4 (’ 
er ). 
Damit also 7, verschwinde. muss eine der folgenden vier Gleichungen 
erfüllt werden 


12. Ha q° - VÖ, H, m g: 23 v), Hs g° n. (), M; . q: nn 0, 


und hieraus ergiebt sich unmittelbar der am Schlusse der a. A. aufgestellte 
Satz. 

In der No. 4 der a. A. war ferner zu zeisen. dass zwei formal ver- 
schiedene Perioden derselben Gruppe nur dann gleich sein können. wenn sie 
verschwinden. — Man kann sich beim Beweise offenbar auf primitlive Pe- 
rioden beschränken (s. d. a. A.). Es seien 7, und 7, irgend zwei primitive 
Perioden. und es werde angenommen. dass 

13. T, 


Nach der Gleichung 7.) ist diese Gleichung identisch mit der folgenden: 


co-Ir, a N a 2 ggf I N/ nt 3 
, ' ( C,\ ( { /_r( C nu‘ C.\ 
14. a, (21 .(q )(ui n 0) (2,7, ) wg )| = 0. 


Aus den im Beweise des obigen Lemma angestellten Betrachtungen geht her- 


| 
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0 ec we 0\_ ) MR h 
vor. dass. wenn man (w} . q und U,sq 0) so redueirt, dass nur niedrigere 


A m —1 ua ur } 
Potenzen von’, als die 9° (pu—1)" übrig bleiben, und die redueirten Aus- 


drücke respective mit A, und S, bezeichnet. für zwei verschiedene Werthe 
von a weder zwei der Grössen R noch zwei der Grössen 8 unter sich eine 


oemeinschaftliche Potenz von «, enthalten. Hätte nun auch kein AR mit einem 
S eine Potenz von «, gemeinschaftlich. so erforderte die Irreduetibilität der 
Gleichung der primiliven Wurzeln im erweiterten Sinne (s. die o. a. Abhand- 
lung von Kronecker). dass die aus den Wurzeln der Gleichung x | oe- 
bildeten Perioden (z,, g") verschwinden. wodurch auch nach Gleichung (7 

ı, = wird. Enthielte aber eine der Grössen R mit einer der Grössen 5 eine 
oemeinschaftliche Potenz von «,. so käme diese weder in einem anderen A 
noch in einem anderen S vor, daher müssten in Folge der Irreduetibilitäl 
zwei mit 23, gebildete Perioden einander gleich sein. Geht man von (dieser 
letzteren Gleichheit aus und verfährt mit derselben wie mit der Gleichung (13 

so findet man. dass entweder eine mit z,, szebildete Periode. also auch , 
verschwindet, oder dass zwei mit z,, gebildete Perioden einander gleich wer- 
den. Fährt man so fort. so ergiebt sich schliesslich. dass die Gleichung (13 


nur bestehen kann, wenn die primitiven Perioden verschwinden 


Berlin. im Februar 1864. 


jerichtigung. 


S.75 2.12 v. o. statt r lies / 
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Recherche des points a Vınfinı sur les surfaces 
algebriques. 
Premiere Partie. 


(Par M. L. Painvin & Douaiı.) 


(Juelaues uns des resultals que nous allons sigenaler pourraient se 
deduire des notions connues sur les plans tangenis en des points a distance 
finie. en appliquant a ces cas le principe de conlinuile; mais, independammen! 
de Fimportance d’une elude direcle au point de vue logique, la methode ana- 
Iylique que jexpose permel d’examiner dans lous ses details et ses varieles 
la nalure du contact des plans tangents a linfini. et de disceuter les nom- 
breuses partieularites des points multiples a Finfini. Or. dans une foule de 
eireconslances. le mode de deduelion que jai indique d’abord serait ou im- 
puissanl ou peu salislaisant. 

Ce memoire est divise en deux parlies dont je ne publie dans ce 
moment que la premiere; elle comprend deux paragraphes respeclivement con- 
saeres: le premier, a l’elude des points simples a linfini: le second. a l’etude 
des points doubles. La seconde partie sera consacree a la recherche des pro- 


prieies fondamentales de la surface asvmptole. 


g. 1 
Points simples Aa Tinfini. 


I. Recherche des points simples & linfini. 


. ’ T 7 Pr ; . r 
I En represenlant par ——. =. ru les coordonnees d’un point. on 
pourra eerire comme il suit l’equation d’une surface 
1.) (U Pt, Y, 3) + lm Y5 2) En 2) tt 0. 


, elant une fonction homogene de degre / des variables x, y. z. 
lequation du plan a Finfini est 
i = B; 
or, en faisant #0 dans l’equalion (1.). nous obtenons 
2.) (C) 0.048) = 
done les points a linfini sur la surface sont sur des droites paralleles aux 


generalrices du cöne (Ü) ou (2.) que j appellerai eöne des directions asymptotiques. 
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Considerons une generatriee queleonque de ce cöne 


‘ e) zT ? Pr) 
3.) (6 Eu Ei 
[04 A Y J s 


s 


Ie point a linfini correspondant situe sur la surface sera 


| V. 


Les eımations dune droite quelconque passant par le point / (droite ne- 


cessairement parallele a la generalrice @) peuvent se meltre sous la forme 
Er 184 0 . /. # 


- v" 
9.) (G y=PoH+tut, g„(e,P,Y v. 


/ 


2: vyo-+rt, 


,,. u. v, elant des indelermindes. Ües @quations representent en elfet une 
droite. ear elles donnen!t 
z—/Al y—ut s—vı 
& fe] Y 
: rn . . x R 7 Z 
cette droile passe par le point / et par le point 4 lt. } 
passe | | | point (- — =, — 


elle est evidemment parallele a la gencratrice G@: la quantite 0 est propor- 
tionelle a la distance du point (2, u, v) au point 


2. Cherchons la condition pour que la droite @’ rencontre la surface 


ri A Y u 


en deux points coineidant en J/ ce. a. d. pour que la droite @’ touche la sur- 
face a Finfini. 























Remplacons x, y. z par leurs valeurs (5.) dans l'equation (1.): en 
developpant et en adoptant la notation symbolique eonnue. on trouve 
N .) ay \ 
O F, Ge, 9.7, 
_14[; Cm | ,, Om Of m 
go” 417 1 2. , - ( [DAR Fi Ars 
) da DB O7 P/m-ı\%, 9» 7 | 
f u ff F 1 3 ( ( c I oO ( ON ) | 
a — =" TlssrV + j——+u + V —|( ( ( 0.50. 
® 11.2 0a "To! ee I oa oß Op) Fi / 177 | 
} 
| Js 8 C 0)’ | Bu € (6, oı 
+0" TE ji +Uu—HrV— + ——— Ih +u— -+V p, 
1.2.3100 n OB &) I'm 1.2 I ca 0 oy) Fn-ı 
h 0, 
| \, ( ! ( ot ) | 
— V)A— Hl H+Vr— 0 
Alla Tao Pm-3\9, 195 7 
1 Oo } O e 1 \ ( fi co )' l 
+0" | -IA— + U--+rV Pn- —— )/ U—HVy— ı -: 
‘ 1.2.10 "6 L 07 ICH I) da oß oy) Fm-ı 
Em: © oO) 
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3.v) est nul si Ja droite @’ est parallele a la gene- 
7) | 


Le premier terme 9,(0, | 
ratrice @: pour que la droite @' touche la surface, il faut que le premier 
membre de l’equation (6.) soit divisible par F, ce qui donne la condition 


. ct n ot m ot m 
ei f ri 


oa. 03 0} 


s ) mr \ - 
OD j ER [> '# - 0. 


T 


| v a done une infinite de droites @ paralleles a la generalrice @ et louchan! 


la surface a linfini; le lieu de ces droites sobliendra en eliminant les inde- 
terminces 4, «, v entre les equalions (D.) el (7. 


En avant egard a la relation 


en ( 4d m ) ( GG m } 
| 2 Y -_Mpn\e Y V. 
1027; od De Y er ur 
on lrouve, apres cette eliminalion. 
C Pin Of C Gm 
BY :Pp Tr a; +Y ba 1 ph 4 -+lypa_NY([e, P, F : ©, 
OQ@G . on OY n 


avec la condition 
. pn (te, ,Y) 0: 

c'est l’equation d’un plan, lequel touche la surface au point J a lFinfini; je lui 
donnerai le nom de plan asymptote. 

II est facile de verifier que l'equalion du plan asymplote se deduit de 
celle du plan tangent en un point a distance linie. 

Le plan asymplole est aussi le plan diametral des cordes paralleles 
a Ja generalrice G@; et ici, comme dans les surfaces du second ordre, ce plan 


ddiametral singulier est parallele a ses cordes; ceeci resulte evidemment de la 


relation (8. ). 
3. Remargque I. Le plan asymptote est parallele au plan touchanl 
le eöne des direelions asymptoliques suivant la generalrice @: car l’equation 


de ce dernier plan est 


OG, Olf nm O0 m a 
Pi 1.2 .— +3" — 0), avec la condition nl, P,Yy) =Vd. 


ca J 09 oy 


Remarque Il. Toutes les droites paralleles a la generatrice @ ei 
situees dans le plan P touchent la surface a linfini. C'est la propriele or- 
dinaire des plans tangents: toutes les droites siluees dans un plan tangent el 


passant par le point de contact vy renconirent, en ce point, la surface en deux 


points coincidenls. 
done toutes les langentes sont paralleles entre elles; elies sont, en outre. 


Dans le cas actuel, le point de eontaet / est a Finfini. 


paralleles ä la generatrice du cöne qui determine le point a linfini considere. 





' 
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Remarque Ill. Dans un plan tangent ordinaire. le point de contact 
est un point double de la section de la surface par ee plan. et les tangentes 
en ce point double (dites tangentes inflexionnelles) vencontren!. en ce point. Ia 
surface en trois poinis coineidenis. 

Pour obtenir, dans le cas present, les langentes inllexionnelles. il faul 
exprimer que le premier membre de l'equation (6.) est divisible par 7’, ce 


qui eonduit a la relation 


> og m > o’g m ) og Mm - ( I } nv oO i O { 
al: as ru al ya A er ru er -2irv / - 2ııy 4 
' 10204 © 07 ca od V0ROy o2OY 
0) e / N # 
; 2 ar n | OGC . 1 al m I \ . 
t 2(,# ZB ? Saundle: za „A 4 +2, Ü. IV 0 
BL: Oh / 7 / J j f} 


Si. a laide des relations (5.). nous eliminons les indelerminces iA, «, v. on aura 
"equation de la surface sur laquelle se trouvent les tangentes inflexionnelles. 
En ayant egard aux relations (7.) et (8.) et aux idenlites qui caraclerisen! 
une fonetion homogene fe, ?,y) du degre n. savoir: 


Rn. & wi Zi _ of 


/) 
c@ 0» / O7 
\ I 1 . 2 of „2 of PR; of *) | of ’) C / ı)., / 
=; t+P aa tr 35 +2 sat 2ay -2pY 
cv@ oo oy  dacp 0a0Yy "00 


:ala—1)f(a, P,Yy). 
on trouve pour 'equalion de la surface chercehce 
Om | OW, ‚O’G,. 0’@7, On . O’q„ 
I - # nu bs Er. E% f 2 rn Er. 213 Ei - / 


») « MB: * - . Pr 
co“ Up 0} CaRAO) | / 


| % F ot m oe ın Of m r ‘ ) . 
| +21 I 4 Ft 4 Ft) 29 la, ß,Y 0. 


His 08 we dr ) 


On verilie aisement. que la surface S est la polaire du second ordre du 


- N 


. . .. » * F Tc ? N » * ’ 
point a linfini > — 7, — —,1=0) ou la surface diamötrale du second ordre 


7 Y / 





correspondant aux cordes paralleles a la droite @. 

Liintersection de cette surface par le plan asymptote P_donne les 
droites qui rencontrent la surface en /, a linfini. en trois points coineidents 
c. a. d. les tangentes inflexionnelles correspondant a un point de contact a linfini. 

Nous allons constater que le plan P coupe en ellet la surface 5 sui- 
vant deux droites paralleles. 

Le cöne asymptole de la surface S est parallele au cöne 


no no no ro no r 
Oo Em oO Pm f 90 4%, CO Em f og m N og m 

es; ty +2 +20y 5 + 2203 —— + 2y3 dv: 
oa ”"@R oy “cao? caoy ‘ oPoy 


15 ° 
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" \ En . f X YJ 3 ’ 

on voit dabord que la generatrice G\— = 5 = — ) est sur ce cöne, et que 

[4 I) 4 

le point a Vinfini / est sur la surface $; ceci resulte immediatement des re- 

lations (8.) et (11.). Maintenant le plan tangent en / ä la suriace S a pour 
equalion 


nn 





f p ( gG m „) C Pan er O Gm \ [ OD Pm a O Gm a ( g m ww 
r\0 TR rg . ER ry\@ Te ei / San. JI 
\ vd o@oh OCG( Y / oO» [819 op ( Roy 3 0 
r / ( 4g ur. 2 ( dG n “ OO Pin \ f OY Er 3oGm f r OD ı\\ 
u EI 
coyca oyoß 0) [@17} oD 0} 
equalion qui se reduit a 
Om Om Ofm |, 
DEE EEE ER — - ty N, 7 N, vi = VÖ: 
ca ”" 03 oy s ‘ 


cest celle du plan P. Ainsi le plan asymploie P touche la surface S au 
point / a NFinfini; il est done tangent au cöne asymptole de S, et, par suite, 
coupe cette surface suivant deux droites paralleles a la gencratrice de con- 
act avec le cöne asymptole, c. a. d. a la droite @. D’ou: 

La courbe d’intersection de la surface proposee U par un plan asymp- 
tote P a um point double a Finfini: les deux tangentes en ce point double 
sont les intersections de la surface S par le plan P: ces deux droites sont 
dites tangentes inflexionnelles. 

Cette derniere denominalion esl justiliee par la seconde des proprietes 
suivanles: 

Un plan aquelconque passant par le point I a Finfini e. a. d. parallel 
id la droite G coupe la surface U suivant une courbe passant par le point I 
et ayant pour asymptote en I Üintersection du plan asymptote par le plan secant. 

Un plan queleonque passant par une des tangentes inflexionnelles coupe 
la surface suivant une courbe ayant un point diinflexion en IT a Finfini: la 
tangente d’inflexion est la tangenle inflexionnelle consideree. 

Je ninsisterai pas sur la premiere propriele; quant a la seconde, elle 
peut se demontrer ainsi: 

Prenons la tangente inflexionnelle pour axe des z, c. a. d. exprimons 
que Faxe des z apparlient au plan asymptote P et ä la surface S, on trouve 


alors que les fonctions 9, Pn-ır In, doivent etre de la forme 


Pr — 1. za (A c°—- B Yy) . 
pn = "+3" (Asc+ BY); 


I 


In = +2" Ac+By). 
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en ordonnant ces fonclions par rapport aux puissances croissanltes de 3. Or 
"interseclion de la surlace U par le plan ırz ou y=0 (qu’on peut regarder comm« 
un plan quelconque passant par la langente inflexionnelle) a pour equation 

I\ 14 n—1 ı n 


ac" + + +A x” La" + -+A a2") + tl" + + Asa” )+ 0 


la droite 2=0, e. a. d. laxe des z, est evidemment une langente diinfiexion 
au point / a linlini, car ce point est, dans le cas general. un point simplı 
(Voir, pour l'etude des points a Vinfini dans les courbes algebriques. les N 
\nnales de M. M. Gerono ei Rowuhet, anndce 1864.) 

Remarque IV. Lorsque le cöne des directions asymptloliques est ima- 
sinaire, il ny a pas de points reels a linfini sur la surface U 
# 7 3 17 
—-ı-- -) est une generatrice reelle de ce 


NG ir} Y 
eöne. le plan asymptole correspondanl sera reel. mais les tansentes inflexion- 


iYV 


Si la generairice G 


nelles peuvent ne pas elre reelles. Ces tangentes seront reelles, si la sur- 
face 5 est un hyperboloide ä une nappe. ou un cöne reel, ou un parabo- 
oide hyperbolique, ou un eylindre hyperbolique; elles seront imaginaires, si 
la surface 5 est un ellipsoide reel ou imaginaire, ou un paraboloide elliptique 
ou un eylindre elliptlique. Dans le premier cas, le plan asymptote P_coup: 
la surface U suivant une courbe avant un point double non isole a linfini. 
ec. a. d. ayant des branches infinies reelles; dans le second cas. le poin! 
double a linfini est isole. 

Remarque V. La surface formee par les tangentes inflexionnelles qui 
correspondent aux points a Finfini est, en general, de Fordre m(3m— 4 

Le lieu des tangentes infllexionnelles s’obtiendra en eliminant @. 9. ; 


entre les equations (12.) et (9.). e. a. d. 


, © On , 0% } 
F Rh 1. — y . ee» u Ania m 2 4d m 2\ U, D, / v. 





oa . Oo; 
(13.) | _ Olfm Of pm, 
e.- +4 —- +3 — +10,._-ı(0, P.Y 0, 
da ! J Ip oy Fm-1 rs 
Pn(e, P, Y) u 


Or. lorsqu'entre trois equations homogenes par rapport a trois variables el des 
degres respeclifs m,, ?,. p,, on elimine ces variables, le resultat de elimi- 
nalion est du degre »,p, par rapport aux coeffiecients de la premiere de ces 
equations; du degre m,p,. par rapport aA ceux de la seconde: et du degre 


m,n,. par rapport a ceux de la troisieme. Dans le cas actuel, on a 


m =m—2,. mn=m-l, p=m; 
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en outre, les coellieients de la premiere equalion sont du second degre par 


rappori aux variables ©, y, 3; ceux de la seconde sont du premier degre: 





et ceux de la troisieme, du degere zero. Done le resultat de lelimination 
sera. en z, Yy. 3, du degre 
2n,pı+1.m,pı +0.mın, 2m m —l)+mim— 2) 
ec. a. d. du degre 
miom— 4). 
l.equalion de cette surface ne depend que des coefficients des fonclions 4. 
(sis fu; done la surface, lieu des tangentes infiexionnelles pour les points 


+ linfini. sera la meme pour toutes les surfaces 


(n(& 923) + E98, 9 3) HE ya, y, 2) HF, (2, Y, 3, 0 v. 
F, ,.r.y.2.1) elant une fonclion arbilraire homogene du degree (m —3). 


Remarque Vl. Dans le cas des surfaces du second ordre. le ceöne 
(/ est parallele au cöne asymplote, el la surface Sn est autre que la surface elle 
meme. Les tangenles inllexionnelles sont alors les deux generatrices paralleles 
suivant lesquelles le plan asymptote ou plan tangent au eöne asymptote coupe 
ja surface: la courbe de section, qui est du second degre et a un point double 
a Finfini doil se reauire a deux droites paralleles. La formule preeedente 
nest plus applicable ici, car la premiere des equalions (13.) est independante 
des variables e, P, y- 

Dans le cas des surlaces du troisieme ordre, le lieu des tangentes in- 
llexionnelles est de lordre 3.5 ou 15. en eeneral: cette derniere sarface 


resie Ja meme pour toutes les surfaces 


- kt 0. 


(2,9, 3)+tp(r,Yy.2)+yı(z,Yy, 2) 


‚9 


ou A est une eonstante arbitraire. 


il. Discussion des points simples a Finfini. 


|. Supposons que la surface S se reduise a un cöne, c. a. d. qu’on 


ait Fequation de condition 
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2 22 2 
© f m ° Pi O f m ( G m—I 


| ———— — — 


oa” caoß 0@0y 0a 


O Gm oO Pn © Fm On l 


i oP0u Ö 8° © opöy 03 
14.) ai De | | ( 
Od, m O Em og m Of m I 
Oyca OYy 09 oy Oy | 


OPm l 0oG m—I1 OPn | 


‘ [4 Bu 
0% oß 


2y._ (0, (9, Y | 





oy 
alors les deux tangentes inllexionnelles se confondent: la courbe dintersection 
de la surface U par le plan P a un point de rebroussement a linfini et la 
tangente de rebroussement est la generairice de contact du plan P avee le 
eöne 8. 

Dans ce cas. les indelerminces @, 5, y, verifient les deux equalions 
homogenes 

ui As 

la premiere est du degre m; la seconde du degre 4(m—2): par suite, le 
nombre des solulions communes est egal a dm (m— 2); done 

Sur une surface d’ordre m, il y a, en general, Am(m—2) points «a 
"infini pour lesqueis le plan tangent coupe la surface suivant une courbe ayant 
un point de rebroussement a Tinfini: la tangente de rebroussement. laquell: 
est parallele a la direction asymptotique, nest pas a Finfini. 


5. I peut arrıver que la surface S soit un paraboloide: ceci a lieu 


lorsque 
| bh in og "m Rn Pin 
o@ oa@c ß ca@0y 
m \ | 0% m O’fm 0 4 
3.) H = r b » “.. — hu |=U: 
; 05 0«@ oß 0307 | 
| | 
| OP O Gm 0Y ” | 
re ro | 


les plans directeurs du paraboloide sont donnes par l’equation 


es 


Om 0 


) O Gm 2 O fm ' - © Pm 4 4 m 1 6 04 ” 
Herz 7 
PoY 


e as TI 54 03 —- +22 3 —— + 2y2 
oa ’ op or’ y; aoß 0a0y 9 





la generatrice @ est parallele a Fun des plans directeurs: et le plan P., 
qui est en m&me temps un plan asymplote du paraboloide (remarg. Hl). doit 
eire parallele au meme plan directeur; il coupe done le paraboloide suivanı 


deux droites dont Tune est A Tinfini: et une seule de ces droites est A linfini. 


car les deux ne pourraient etre a linfini que si le plan P etait lui-meme ä 
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Kinfini. Or ceci ne peut avoir lieu que si la direction asymiolique @ est pa- 
rallele a l’axe du paraboloide: et. comme nous le verrons plus loin. cette 
derniere hypothese exige, outre la relation (15.). d’autres conditions. 
Dans le cas present. les indeterminces a, P, y, verifient les deux 
equalions homogenes 
pn(%,P,y)=0, H=0;: 


l« Nra nr 1 Qt ] 1 IOrA N} . l: ar In | N > rg . > “ 1 Pp 1 » f 
ıa premiere esiı au degTe Mm. a secontde. dü uegTe Sm @)e pai sulie. I 


! 


nombre des solulions communes est egal a 3m(m—2); done 

Sur une surface dordre m il y a 3m(m—?) points a Tinfini pour 
lesquels une des tangentes inflexionnelles et une seule est a Finfini, paralielement 
a la direction asymplolique: ce. @. d. que le plan asymplote correspondant a 
un de ces points coupe la surlace suivant une courbe ayant un point double 

infini dont une des tangentes est a Finfini; ce qui revient A dire que. des 
deux branches infinies correspondant Aa ce point double, Vune est hyperbolique 
et Faulre parabolique. 

I! est bon de remarquer que les direetions asymptotigues correspondan! 
a ces points sont les 3m(m— 2) aretes dinflexion du ceöne C: car. nous le 
verrons plus loin, l’equalion de condition (15.) est preeisement celle qui de- 
termine les aretes dinflexion du cöne €. 

Observalion. Jusqu’a present nous sommes restes dans le cas d’une 
equalion generale de desre m, c. a. d. que nous navons suppose aucune 
relation entre les coeffieients de cette dqualion. Nous allons maintenan! 
examiner differents cas partieuliers qui peuvent se presenler et qui enlrainen! 
Vexistence de une ou plusieurs relations entre les coeffieients de lequaiion de 
la surlace Ü. 

6. Supposons que les quanliles @, 5, y salisfassent aux relations (14.) 
et (15.), e. a. d. 

H=9, A=®, 
lesquelles jointes a la relation 


YG m \ Öl, , Y = VÖ. 


donnent trois equalions homogenes entre ces indeierminees; ceci n aura done pas 
lien en general. Admeltons neanmoins que ces trois equalions aient une ou 
plusieurs solulions communes. et vovons la parlieularite que presentera alors 
la surface Ü. 


Pour ceite solntion commune. Ja surface S devient un cylindre du 
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a a ; ’ ne - ) a \ 
| second degre elliptigque ou hyperbolique; la droite Gl = ) est une 
s & / ) 


direetion asymptolique du eylindre. et le plan P est un des dena plans 
asymplotes de ce cylindre (on sailt que dans un ceylindre ellipligue ou hyper- 
bolique tous les plans tangents a linfini se confondent avee Yun ou lautre 
des deux plans asymptoles proprement dils): Ja gencralrice de conlacl se com- 
Dose de deux droiles eoincidentes et a Finfini: done 
Dans ce cas particulier, le plan asymptote P coupe la surface | 
suivant une courbe ayant un point de rebroussement a Finfini, la tangente de 
rebroussement est elle-meme a Finfini parallelement a la direction asymploliqgue 
consideree (a, ,y)- 
Si la surface S etait un eylindre elliptique, le plan asymplote serail 
imaginaire, ce qui ne peut avoir lieu (@qualion (9.)) que si la solution (0,/.y 


est elle-meme imaginaire: done. si la solulion (e, ,y) est reelle. la surface 


S sera un evlindre hyperbolique. 
Y 2 


7) nest pas 
/3 


Il est important de remarquer que la droite | 


104 / Y 
parallele aux gencralrices du eylindre S: car, dans un cylindre du second 
degre, les plans des centres se coupent suivant une meme droite parallele 


aux gencralrices; or les plans des centres ont iei pour equations 


U 1-09, O9 3 _ 0, 
\ 17; “ caoß 0a 0Y ca 
I r > nn > en 
x oY Rh CM, O Gm OU u 
(16.) Er ER N = 
\ oPca ‘ oe oßcoy oB 
"- ) [2 9 2 1 r 
fü MR Fm mer y h z Im nu z Bi Im 4 / Ei; m—I j 0. 
\ cyca ‘„ oyoPß or oY 


Pour que la droite (e,/?,7) soit une generatrice, il faudrait quelle fül 


parallele a chacun de ces trois plans, ce qui entrainerait les trois conditions 





or m . ) 0 m @ g 7 og er 
ar + — = +7 — ou (m-1l)— 0. 

\ ca ca@0) 0a@0Y ca 

| ng ng nd f 

Au N o4G 0% Di  OGm 
(17.) ee een re, a eh P> =. 6, 

/ \ Pr ya I / 2 i 4 « . Nn% 

| oAo« 0) 090y op 

Op ci m oO i og m 
[a tr Ber Py-— Pi - (0): 

0Y 0“ O7 op cOYy oY 


or, pour linstant, nous n’admeltons pas ces relations. 

Remarquons qu’on exprimera que la surface S est un eylindre en 
eerivant que les trois plans (16.) se coupent suivant une m@me droite: l’equation 
de condition sera done independante des coeflicients de la fonction g„_,; ceci 
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Fu Fe 





resulte d’ailleurs de l’equation (14.). car, diapres la relation (15.), le coef- 
ficient de 29,_,(0,/P.y) est nul. Ainsi, lorsque la particularite que nous venons 
d’eludier se presente dans une surface d’ordre m, elle a lieu pour toutes les 
surfaces du m&eme ordre dont les equalions ont les memes lermes du m” et du 
Se 


m-—-1)"" degre, quels que soient les termes de degre inferieur au (m—1 


7. 11 peut arriver que la surface S se compose de deux plans qui 
se coupent, e. Aa. d. que le eylindre du cas precedent se reduise a ses deux 
plans asymptotes; le plan P, qui est en meme temps un plan asymptole de 
la surface S. se confondra alors avec un de ces plans. La droite diinter- 
seelion des deux plans n'est pas parallele a la direelion asymptlolique: car. 
dans le cas eontraire, on en eonelurait comme dans le n’. 6. que les derivces 
Om Om Mn 


ca ’ OB’ © 


s 


sont nulles, ce que nous n’admeltons pas pour le moment. 


Dans I'hypothese actuelle,. les tangentes inllexionnelles sont indeter- 
minces: c'est qu'en elflet 
L A o\ 


Toutes les droites paralleles a la generatrice (— PER situces 
N Y 


dans le plan asymptote P rencontrent la surface en trois points coincidents 
Le plan asymptote P coupe la surface suivant une courbe ayant un point 
triple en I & Finfini; et tout plan passant par ce point a Tinfini, e. a. d. 
parallele a la generatrice G@ coupe la surface suivant une courbe pour laquelle 
/e point a Üinfini est un point dinflexion, la tangente diinflexion est Üinter- 
section du plan P avec le plan secant. 

l,es tangentes au point triple, ec. ä. d. les tangenles siluces ans le 
plan P et rencontrant la surface en qualre points coincidant en /, seront les 


interseclions du plan asymplote P avec la polaire du troisieme ordre du point 


a linfini (Z = er = 2 ,t= 0): 
\ { Y 


Afin d’elablir la proposition qu’on vient d’enoncer, nous prendrons pour 
axe des 3 la direclion asymptotique consideree, pour plan des xz le plan 
P: et nous exprimerons que la surface S se reduit a deux plans dont un 
est le plan des zz (liintersection des deux plans ne doit pas etre parallele ä 
laxe des z). En introduisant ces hypotheses, les fonclions 


| YG - «U, Y. 3) =— 00%. (a x + 2 zy-+ cy’)2" "+ (A B% 4 By)z""' a‘ Er 
Pr ill, Y, 3) Be er (a,x° +2b,ry + cYy') 3"°4+(AxcH+ By)2" ’. Cs", 


Y Mm- alT, Y, 2) ae Beate een a re RI EN - (Asc+ B;y) 2" +02” "", 
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prennent la forme 


pm, 93) = + + + + (2bay-+ey‘)2" + By" 
(1°.) Paste 9,2) = +++ +a X +2b,2y+cy)2” + Bys3””, 
[ m NE j » > \ [Add 3 . 
eu. (7, Y, z) re 0 0 0 5. A: . BD; y z . 


Ie plan asymptole P et la surface S ont alors respeelivement pour equations 
P) y=hß., 
(S) y(2bze+cy+(m—1)Bz+Bt) = Ö. 

la section de la surface par le plan asymptole y=U esl 


4 


ım 3_m—)J3 ) IN — | | . m > \ 4 m 2 m ) 
4,0" + +4,03" )+Elb,a” ++ 82 tet .- A,23 L.e—(): 


la direetion asymplolique 2 =0 correspond a un point Iriple de la section: 
car si l’on pose x = kt. on voit que le premier membre est divisible par F. 
quel que soit A. 

Linterseclion de la surface par une droite quelconque situece dans le 
plan asymptole et parallele ä la direction asymplolique e. a. d. a laxe des z 
scobtiendra en faisant, dans l'@qualion de la surface, 

y=d- aA; 

on voit. dapres ce qui vient d’etre dit, que celte droite rencontre le surface 
en Irois points coineidents; ce qui dailleurs resulte necessairement de la 
presence du point triple. 

Nous pouvons regarder le plan des y3 comme un plan quelconque 
parallele a la direction asymptolique: or la section de la surface par ce plan 
z=0 a pour equalion 


m-2\ m-—?2 


(ay"++ey 2" "+Bya")+t buy" "+ +Biyz HF (oy" ++ Boy3")+-—=0: 
la direction asymptotique y=0, c. a. d. laxe des z, correspond Aa un poinl 
simple a linfini; posant y= kt, on trouve pour asymptote y=0. et on conslale 
que le premier membre de l'equalion est divisible par F: le point a linfini 
est done un point d’inllexion dont la tangente est l’axe des z. 

Toutes les proprietes indiquees dans l'enonce preeedent se Irouven! 
ainsi demonlrees. 

8. Observation. Avant de pousser plus loin cette discussion. il es! 
utile de rappeler les relations qui expriment que le eöne Ü des direclions 
asymptotiques a des aretes doubles,. de rebroussement, ete. 

La theorie des courbes nous fournit immediatement ces relations: il 
suffit de remarquer que si un cöne possede une arele double, par exemple. 

16 % 
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la section du eöne par un plan quelconque aura un point double au point ou 
le plan rencontre larete double. Or. si nous considerons la section de la 
surface conique par un plan parallele au plan des xy, nous pouvons regarder 


L ! ‚ D) . . 
. —. comme les coordonnees dun point quelconque de la section; une 


remarque analogue est applicable aux sections paralleles aux autres plans 
coordennes. 
D’apres cela. nous pouvons £erire de suite les conditions pour que 
"arete \@,P.y) du eöne des direclions asymploliques 
.,4,3) = 0% 
soil une arete double: ces conditions sont 


“ en Fer En 


u: " > no nn 
ca 0» oy 


I equation des plans tangenis au cöne suivant cette arete double sera 


O’m ‚O’p ‚O’p, Opm O’f. O’pn 
19. 2 ——+y EN re +HRary 3 + RL3 ———— + 2y3 — 6 0. 
oe  *” 0% or ’oOa0P 0@0y ‘7 0Bo0y 


LWarele (@,.y) sera une arete de rebroussement si ces deux plans se con- 
fondent. e. a. d. si les plans des centres 


V. 
V, 


0. 


se confondent: or ceei revient a ecrire que les determinants partiels du de- 
terminanl 

Gym  O’pm 

Ofm © pm 


oO  0Bay 


OGn On 
oyoß or 


sont nuls. 
Les memes considerations nous permettent aussi de conelure que les 
aretes dinflexion du cöne Y,„(x,y, 3) =0 sont donndes par les solutions com- 


munes aux deux equalions 


(mil, P, y) — VÖ, H— 0. 
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Toutes ces remarques noflrant aucune diffieulte. nous n'insisterons pas 
d’avantage. Revenons mainienant a la discussion. 
9.  Admeltons que la direction asymptolique (@, 9. y) soil determinee 


par une solution commune aux trois equalions (198.) 


og 'm C «p n c ( m 
Zen en Fee 
00 0D OY 

ce qui ne pourra avoir lieu que sous certaines conditions; nous supposerons. 


en oulre, que les relations (18.) ont lieu sans quon ail en meme temps 


Pn- l GE, P, Y) VÖ, 


car. si cela etait, nous aurions (equation (6.)) un point double a linfini sur 
la surface; cest une elude que nous n’aborderons que plus loin. 

On voit,. par ce qui precede, que les hypolheses admises reviennen! 
a dire que la generalrice (ae, ,y) est une arele double du ceöne €. L’equa- 
tion (9.) montre que le plan asymptote P est a linfini; ainsi: 

La surface U touche le plan de Tinfini en autant de points quil ya 
de generatrices doubles distinetes dans le cöne des directions asymptotiques. 


poureu que ces generatrices n appartiennent pas au cöne 
eo. (4,80) = 8 


Mais le contact du plan a linfini presente des differences suivant que la gene- 
ralrice qui correspond au point simple que nous considerons est une arete 
double ordinaire ou une arcte de rebroussemenl. 

1°. Si llarete (@,P,y) est une arete double ordinaire, e. a. d. si les 
plans (19.) sont distinets, la surface S est un paraboloide dont Faxe est 


. a eu . ‚{ 7 U 
parallele a la generatrice G(- ne 7 — 
« & Ya 


de la surface S ont pour &qualions 


4 En eflet. les plans du centre 


| di 


k O Pm O Pm 2 OO Pm OF 1 (0) 
\ oa’ ’oca0ß " dady ou L 





or, il resulte d’abord des relations (18.) que ces trois plans sont paralleles & 
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. L ! S . . 
la droite — = - =; et, de plus. il ne sont pas paralieles entre eux, car 


») 


p ’ 
autrement les plans (19.) coineideraient, ce qui est eontraire a notre hypo- 
these. Jajoute que ces trois plans ne se coupent pas suivant une droite 
unique: car, en ajoutant les equalions (22.) respectivement multiplices par «. 
9, y, on trouve 
Epn-ı(%, P, 7) 0: 

dou 2=0V, puisque p„_,(e, P,y) est different de zero; done tous les points 
communs aux lrois plans des cenires sont dans le plan de linfini; el, comme 
ces plans ne sont pas paralleles, il sensuit quiils se coupent suivant des droite: 
paralleles. Les tangentes inllexionnelles sont les deux droites a linfini. inter- 
sections du plan P avec le paraboloide: ou. ce qui revient au meme,. avec 
les deux plans directeurs de ce paraboloide: or les deux plans directeurs du 
paraboloide sont evidemment les deux plans (19.) e. a. d. les deux plans 
tansents au cöne Ü suivani son arete double: done 

Dans ce premier cas, la surface U est touchee par le plan de Finfini: 
le point de contact est, pour la section par le plan a Finfini, un point double 
dont les deux tangentes (toutes deux a Finfini) sont les intersections du plan 
a Finfini avec les deux plans distinets tangents au cöne Ü suivant larete double 
considerce ou avec deux plans paralleles. 

2°. Si larete (e,/,y) est une arele de rebroussemen! du cöne €. 
les plans (19.) se confondent, et, par suite, les plans des centres (22.) son! 
paralleles; ces derniers plans ne se confondent pas, car tous les points communs 
sont. comme on vient de le voir, dans le plan a linfini; /a surface (5) est 
alors un eylindre parabolique. L’equalion de ce eylindre paraboligae ou de 
la surface S peut s’ecrire: 
O’'ypm 


c@ 


1 vr OPm O m wa: O Pın N 9 f Omi N CPm- l | Ofm- I 
CH ee ee ee | Fr ar re Y gen ne Be 
N 00 


\ 2 h r e\ ) Br N l r h = " 
0@ oaop ca@oy- eß oy 


ı 72 ) 
_ 2} Gn—? (8, [, Y) 


. b r ‚ “ r Ic re) . 
On voit dabord que la generalricee (| —— —- —- -) est parallele au plan 
a Y 
diametral 
N og m oO “4 'm 
T g ? Ri n px) r r a _ - 0. 
“0ca09 0@0y 


; 4, Om 
(m—-1N)—— =0; 
| 0a 
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mais la droite @ n'est pas parallele aux generatrices du eylindre; car si cela 
etait, elle serait parallele au plan tangent represente par les termes du premier 


deere en x, y, 3 de l'equation du eylindre, ce. Aa. d. qu’on aurail 


rat  , om ac or — 4 
104 hut t P ER ” Yo; —— oo m — ! 1g , P, Y 0. 
co@G ch oY i 


ce qui est contraire a Vune de nos hypolheses. 

Le plan asymptote P est aussi asymplote au eylindre parabolique ei 
correspond A la direction asymptolique (o,/P,y):; ce plan est a linfini et coupe 
le eylindre suivant deux droites eonfondues a Vinfini, puisque le plan a Finfini 
touche le eylindre tout le long de la droite a Finfini intersection du plan a 
infini avec le plan des direetions asymptoliques du evlindre.  Ainsi: 

Dans ce second cas, la surface U est encore touchee par le plan & 
[infini; le point de contact est, pour la section par le plan a Finfini, un point 
de rebroussement; la tangente de rebroussement (a Finfini) est Fintersection du 
plan a Finfini par le plan tangent au cöne C suivant Tarete de rebroussemen! 
ou par un plan parallele. 

3°. HI peut arriver que la surface S se compose de deux plans 
dont Tun est a Finfini. On voit facilement, dans ce cas, que l’arete (@, 2.7 
du cöne Ü est une arcle triple de ce cöne; le plan asymplote P est encore 
a Finfini; toutes les droites a linfini paralleles a la generalrice @ ont avec 
la surface un conlact du second ordre. Le plan P ä Tinfini coupe la surface 
suivanl une courbe a lFinfini ayant un point triple sur la direetion asymplolique 


consideree; les trois langentes en ce point triple sont les intersections du plan 


.. ’ “ . . .. . L l ". \ 
de linlini avec la polaire du troisieme ordre du point 6 - =—,t=0) 
Ü& fi Y r 


ou avec les trois plans tangents au cöne suivant son arcte triple. 

Cette variete de contact est un cas particulier de celui qui a ele 
examine au m’ (T.). 

Remarque. Il est utile de remarquer que lorsqu'on exprime que la 
surface S est un cylindre parabolique, les relations ecrites entrainent ne- 
cessairement les relations (18.), c’est-a-dire 


mie Bu Pen 


Br + 0) Ta oY 











En effet, nous exprimerons que la surface S est un eylindre parabolique en 


ecrivant que les plans des centres (22.) sont paralleles. 
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Or les identites 


on a 


06 m 
(m—1) bet da 
\ ’ 00 


0 — 


Si Ion prend ces @quations deux par de 


les surfuces algebriques. 


ux et quon elimine successivemen! 


le terme en e, on trouve en vertu des hvpotheses admises 


pin 


c@ 


ÖPm 


a 


( ; Pm 
c 0a oß 


en multipliant respectivement par e, P. 


ports et en ajoulant. on a pour la 


‚CP . _ OPm 


%) ( Im 
817; I 


rP— 


u Pin BB, 


oa” 


dou Fon eonelu! 


pm N 


ca 


m 1)(< 


(me, P, 


J 


Y) 


Or 


,) 


En eliminant e, ou , ou y, 


on sera eonduit 3 


par suite. 


aleur 


OD 
( y 
O' pm 


0a0Y 
les termes de chacun de ces 


eommune 


MU m (@, PB, y) 
are 


0@ 


OU 
\m- 


.) \ 
iR U ‚Wi: 
da? (pm | \ (’» fl 
OP m 


ca 


done — 0. 


entre les deux premieres des relations ci - dessus 


Op 


oy 


VÖ. 


proposition enonece se trouve done demontree. 


10. 
surface U. 
Nous nous bornerons A 


Ax -C 
AT r Dy+Cz 


la 


-By-+ 
"o(x,y,3)+tp.- 

Ill’. (Ar t,y,23)+t(Ar- 
1\ Ax y,3)+t(Ax 


ce sont les cas les plus generaux dans | 


+-By+Cz)y -By- 


HBy-+Cz)y (x. Hby- 


ı etude des 
2)p(x,y,2)+lyn-ı(X,Y,2)- 
(lt, Y,2)-+ op. „l®, y,2 


Fe 


Nous allons examiner maintenant le cas d’une droite a Yinfini sur 


cas suivanls: 


9 / £ 
a m—? HT, Y; en u. Se 


HOz)ıv(X,Yy,2 Hp (X7,Y,3) 
z)w(x,y,3)+yp„_,(2,Y,3) - 


"hypothese qui nous occupe. 
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1" cas. Le cöne (X, y, 3) se decompose en un plan et en un eöne 
de degre (m—1), de sorte que 
Sm» Y, 2) — (Ax + By 7 U2)y 2,93) = Oy (2,Y,2): 
/a droite a Finfini 
\Acz+ by-+ Cr 0. 


(D 
Be 


est toute entiere sur la surface U. 

Soil une generatrice @(«,/,y) situee dans le plan Q: le plan asymptote 

P’ correspondant a cette direction asymplolique aura pour equalion 

23.) gYla,P,y)[Ar+By+Cz]+ty.-ı(e,P,y) = 0: 
on a done alors une infinite de plans asymptotes paralleles au plan Q et dont 
la position varie avec l'orientation de la direction asymptotique dans le plan 0. 

Une des nappes de la surface presente, a linfini. la forme de celle dun 
paraboloide hyperbolique dont la plan Q serait un des plans direeteurs. Les 
plans asymplotes P’ passent par la droite D et touchent la surface au poin! 
ou la droite D est rencontree par la direction asymptotique consideree. 

Parmi les plans asymplotes P’, (m—1) deentre eux coineident avec 
le plan 9: ils correspondent aux (m —1) direetions asymplotiques. interseelions 
du plan Q avec le cöne y„_,1(2, y, 3) =. 

Parmi les plans P', (m—1) d’entre eux sont transportes A linfini 
parallelement a eux-memes; ils correspondent aux (m—1) directions asympto- 
liques, interseclions du plan Q avec le cöne yir.y.z)=0: ces droites son! 
des arctes doubles du cöne p,„(x.9,2)=V. 

Enfin, parmi les plans P', il y en a toujours (m—1) coineidant avec 
un plan donne parallele au plan Q, par exemple 

Ax+ By+Cz+ Kt 0: 
car il suffit qu’on ait 


Koy(a, P,Y) = Pn-ı(8, P,Y): Ana+BP+Cy=V. 


Chacun de ces (m—1) plans touche la surface en un point different a l'infim 
sur la droite D; ces points de contact sont sur les generalrices, interseclions 


du plan Q avec le cöne du (m—1)""" degre 


Ky(z,y,2)— pu-ı(X. Y, 3) v0. 


Dans le cas actuel, la surface S a pour equation 
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la surface representee par cette @qualion est un paraboloide. Un des plans 
direeleurs est le pian Q; les plans asymplotes P’ sont tous paralleles a ce 
plan direeleur, et, par suite, eoupent la surface S suivant une droite a distance 
linie et une droite a linfini qui est la droite D. Done 

Tous les plans asymptoles P_coupent la surface U suivant une courb: 
ayant um point double a lFinfini, une des tangentes en ce point double est ä 
distance finie et Tautre est la droite D a linfini. 

2" cas. Le eöne 9,(2,Yy,3) se decompose en deux plans confondus 
et en un cöne du degre (m —2), de sorte que 

Pn(&, y, 3) = (Ac+By+Cz) p(a,y,2)=0yYy(z,y, 2). 

Si nous considerons une droite @(e, ,y) siluee dans le plan Q, Ile 

plan asvmptote correspondani a ceite direclion asymptolique a pour equation 


a.5.vY)=V. ou t=Ö: 


ty Ps Y, 


’ m—ı \ 
done tous les plans asymptotes P’ correspondant aux directions asymplotiques 
paralleles au plan Q sont transportes a linfini parallelement a ce dernier plan: 
e..a. d. que la surface U est touchee par le plan a Finfini tout le long de 
la droite a Yinfini 

(Ac+ By+Cz = U. 

m 2: 

f — () 


situee sur cette surface. 


Une des nappes de la surface U presente a linfini la forme d’un cey- 


lindre parabolique. Le plan Q coupe le cöne 9,„_1(2, y, 2) = 0 suivant (m—1 
droiles determinant sur la surface (m—1) points doubles. 

La surface S qui sert a determiner les tangentes inflexionnelles devien! 
dans ce cas 


r n a 
Bu . : Rn Dm- cp Ofm—1 Ü 
25.) pla,D,y) Ac+By-+Cz + BE 2 9 )+HR (e,9,y)=0: 
/ \ ' / L YJ ' Pr] I 0a ' Y oß I w O7 i m — .\ “| ;; 


cest an ceylindre parabolique. 

La generatrice @ est parallele au plan diametral Q, mais elle n'est pas 
parallele au evlindre. 

Ainsi le plan a linfini touche la surface tout le long de la droite D: 
chaque point de cette droite peut etre regarde comme un point de rebrousse- 
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ment de la section de la surface plan a Finfini, la taneente de rebroussemen! 
est Ja droite D. Üelte remarque nous montre laccord qui existe entre je 
n°. 9, 2° 


3°" cas. Les deux fonctions g, et g,„_, sont respeelivement de 


cas que nous venons deludier et celui qui a Ele examine au | 


la forme 


„(2,9,3)=(AcH By+ 0z) p(z,y. 


Si 


Oyp(x.y, 2 
(m-ı(%, 9, 2) = (Ar+By+Cz)v(z,y,2)=Ow(x, y, 2 
Si nous eonsiderons une droite quelconque @(a,P, y) siluce dans le plan 0, 
|e plan asymplolte correspondant a celte direction asymplolique a pour equation 
0) Axc-+By-+Cz 0: 
done le plan asymplote reste invariable quelle que soit la direction asyınptotique 
eonsideree dans le plan Q: en d’autres termes. 
Le plan Q touche la surface tout le long de la droite a linfini 
| Ar + By+Cz 0. 
»D 
su 


Une droite quelconque situee dans ce plan rencontre la surface en deux 
points coineidents, et une droite quelconque parallele a ce plan rencontre Ia 
surface en un seul point a Finfini. 

Tout plan parallele au plan Q coupe la surface U suivant la droite 
"infini D et suivant une courbe du (m —1)""" ordre. 

La surface (S) se reduit iei a 
a, tiv 0,/). )|+ Ey„_2(0, P,Y) 0: 


‘ 


‘ op 04 | 
4 Ir Eu D: es Uz [x Pk | ? u u Z 
. 0@ rY c# ” 


cest um eylindre hyperboligue dont le plan Q est un des plans asymptotes: 
ce eylindre serait elliplique si le plan @ etait imaginaire. 
L’analogie de ce cas avec ceiui qui a ete eludie au [n’. 6 est visible 
La surface S se reduira a deux plans qui se coupent pour les (m —2 


direetions asymptotiques, intersections du plan Q avec le cöne 
Pm—2 (®, Y, 3) — 0: 


et nous rentrons alors dans le cas eludie au |n’. 7). 
I"" cas. Les fonctions y,„ et g„_, ont les formes suivantes 


LAT 
. 


pm (X, y, 3) = (Ar+By+Cz)p(e, y, 2) = (’'y(z,y, 
(mi (X, Y, 3) = (Act+By+Cz) w(z,y,2)=0Q wv(a,y, 
17 * 


[A 
’ 
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la droite a linfini 

(Ar+ By+(0z =. 

= 06 

est alors une droite double de la surface U; car un plan queleonque passan! 


par Ja droite D rencontre la surface suivant deux droites coineidant avec 


D) 


cetle meme droite D: nous reviendrons plus loin sur ce cas partieulier. 

Il. Remarque. Dans la discussion qui pr&ecede, nous avons pu re- 
marquer que la surface S a presente presque toutes les varieles des surfaces 
du second ordre: cependant nous navons pas rencontre de plans paralleles. 
ni de plans coineidenis: el, dans le cas des eylindres, la direction asymplo- 
tique ne s’est jamais trouvce parallele au eylindre. Examinons done si ces 
cas parlieuliers peuvent se prösenter dans l'hypothese d’un point simple. 


les equalions des plans des centres de la surface S sont 


r Om ' O’pm or pm | 4 OYpm-ı 2 0 
\ da? 19 daoa  "oacy 0a e 
ng -o9 no n 
ar oO GO, O On . og OP mn—1ı 
26, ) / a0 = Fm r Y  .. _— Z — Im .. ! — ad nr V. 
| 00a *” oß oßoy oß 


en 


On , a Ti, y In=ı 0: 
—— — le 4 


"Oryoa " oroß Be: 0)) 
et Fon a toujours la condition 


pn, P,y) = 0. 


1°. Si la surface S est un cylindre elliptique ou hyperbolique, les 
plans des centres se coupent suivant une meme droite parallele aux genera- 
trices du evlindre; done la droite @ ne pourrait etre parallele aux gereralrices 
du evlindre qu’a la condition d’etre parallele a chacun de ces plans, ce qui 
entrainerail les relations 
Pn _ 0, Pan 0, m 0 








0a Ä oß or 
Si maintenant on ajoute les equations (26.) respectivement multiplices 
par oe, , y, il vient 
tpn_le,P,Y) = 0; 
ceite @quation devant reprösenter un plan passant par la droite dinterseetion 
(supposce a distance finie) des plans (26.), il faut que 
ml, P,Y) = d. 
On voit alors, par l'equation (6.). que le point a linfini correspondant a cette 


direction asymptotique est un point double de la surface U. 
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2’. Si la surface S est un ceylindre parabolique, on a encore |n’. 9. 


az 


Remarque] les relations 

lt 'm og m 0 m 

Fe Fe m 

o@ oß 0)% 
et nous avons vu [n’. 9, 2"] que la generaltrice @(«,P,y) ne peut elre paral- 
lele aux generatrices du eylindre que si l’on a 


a . 
Pm-ı\0,P,7) — (0): 


nous arrivons encore a la conclusion preeedente. 

3°. Pour que la surface S se reduise a deux plans paralleles. il 
faut que les plans (26.) se confondent: ils doivent alors se confondre avec 
le plan 


OP Op | Op, 
_ en _ — —.- mM — : | f b ) - 
u. fe (la, / 0 


Pi | ? BR | Be n 7 m- \ “ Y 
0a J oß oy } ’ 


dont l’equation se deduit des &quations (26.) respectivement multipliees par 


PP) =& 


a, 9, y et ajoulees. 

Nous abandonnerons ici l'emploi des formules generales pour adopter 
une methode plus parlieuliere el qui presentera en m&me temps plus de neltele: 
ainsi nous exprimerons que la surface S se reduit a deux plans paralleles 
en prenant pour axe des z la direction asymplolique consideree. 


Soit done 


f = (2, Y. 2) — em - (ax’ ee 2) r Y Be) ey | gr -2 . # Ir 1 By \ z f Üz" 
f FRE dt, Y, 2) = oe (a, 4 2b,ry | cY zZ” | $ Ir ! By) z”" 2; er 1. 
Pn „le, Yy, 2) ne A - F 1, | B; y am | Hu 


on a, par hypothese &=0, 9=0. y different de zero. par exemple y 1: 


D N 1 ‚} Ba 1 #) .) Ars - 
et par suite C=0, puisque Y„(0, P,y) =d. 
L’equation de la surface S est alors 


(S) ar+2bay+cey-+(m—1) Arz+(m—1)Byz+t[ A, X+B y+(m—1) O,3]+"0,= 0 


La surface S devant se reduire a deux plans paralleles. nous pouvons 
prendre [un d’eux ou comme plan des zz, ou comme plan des .ıy: car, il 
est visible d’apres l’equation generale de la surface S, que le cas de deux 
plans a Finfini ne peut se presenter que si le point a linfini est un point 
double de la surface U. 

Premiere hypothese. La surface S se reduit a deux plans paral- 


leles dont un est le plan des zz, ce qui suppose que la direction asymptotique 
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est parallele a lun des plans a distance finie: en devra avoir 
a=0. b=0; A=0, B=0; A,=0, C,=0; C,;=0, on a diailleurs C=0: 
Ina surface S a alors pour equation 
S) ey’-+Bity = 0; 
et Fequation de la surface U devient 


| ey \_ IREr | B,yz2") | El. | A.x2+B.;y) a 0. 


LA 


On voit quune droite quelconque parallele a lVaxe des 
seh, ya 


eeneontre la surface A linfini en deux points coincidents, puisque le premier 


ER 


membre de l'equation est divisible par f’: cela a encore lieu lorsque B, ou e 
sont nuls: le point a Ninfini est done un point double de la surface. Ainsi 
Dans le cas d’un point simple, la surface S ne peut pas se reduire 
ı deux plans paralleles, ni a deux plans coineidents, ni a deux plans dont 
m est a Finfini lorsque la direction asymptolique est supposee parallele au 
»lan a distance finie 
Deuxieme hypothese. La surface S se reduit a deux plans paral- 
\öles dont un est le plan des ry: on doit avoir alors 
a=0, b=d, ce=0; A=0, B=0; A,=0, B,=0; on a dailleurss C=0; 


lans ee cas. la surface Sa pour equalion 


‘ 


Ss t’(m 2. C, +01] 0: 


L 
| equalion de la surface U devient 


] 


+ dy)&" I +tl--- LU, 3" Imrfl...+0,2" 14 ir vd. 


ne droite quelconque parallöle a laxe des z ne rencontre la surface a lin- 
ini quen un seul point; ce point a linfini est done un point simple de la 
surface.  Ainsi 
Dans le cas d’un point simple, la surface S peut se reduire a deux 
plans dont un a Uinfini, mais la direction asymptotigue nest pas parallele au 
plan a distance finie. 
C'est le cas singulier qui a ele etudie au [n”. 9, 3°]. 


12. Resume de Üetude d’un point simple a linfini. 
Si / est un point a linfini sur la surface U et correspondant a la 


lireelion asymplolique @, ce point est un point simple lorsqu une droite 


ueleongue passant par le point /, e. &. d. parallele a la droite @, ne ren- 


contre la surlace quen un seul point. 
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Le plan tangent ä la surface en / ou plan asymplote P est paral- 


lele au plan touchant le cöne des directions asymptotiques suivanl la 
generalrice @; ce plan coupe la surface U suivant une courbe avant un 
point double ä linfini en /, les tangentes en ce point double (ou tan- 
gentes inflexionnelles de la surface) sont les interseetions de la surfacı 
S par le plan P; la surface 5 est la polaire du second ordre du poin! 
/ a linfini ou la surface diametrale du second ordre correspondant a |: 
direction @ |n°. 3. remarque I, Til! 

La nature du contact du plan asymptote P est indiquce d’une manier« 


Ires-nette par la forme de la surface S,. comme on le voit par le re- 





sume suivant: 
I. La surface 5 est un ellipsoide ou un hyperboloide a deux nappes: 
Le point double de la section par le plan P est un point isol: 
I. La surface S est un hyperboloide a une nappe: 
Le point double a linfini de la section est un point double ordinaire 
dont les deux langentes sont a distance finie. 
II. La surface S est un cöne: 
Le point double a linfini de la section par le plan 7° est un poin! 


de rebroussementl, la tangente de rebroussement est a distance finie |n'. I 


IV. La surface S est un paraboloide: 
1’. Si la direction asymptolique @ nesl pas parallele ä laxe de 


la surface 8, le plan asymplote est a distance finie et coupe la surfacı 
suivant une courbe ayant un point double a Finfini dont une des tangentes. 
et une seule, est a linfini [n”. 5 et 10. 1" cas]. 
2°. Si la direction asymptotique @ est parallele a l’axe de la sur- 
face S, le plan asymptote est ä linfini; larele @ est une arete double 
du cöne des directions asvmploliques; les deux tangentes au point double 
sont a linfini dans les deux plans tangents au cöne suivant larete 
double |n’. 9, 1°]. 
Lorsque le paraboloide est elliptique, le point double est isole. 
V'. La surface S est un cylindre ellipligue ou hyperbolique: 
I’. Si la generatrice @ n'est pas parallele au eylindre, le point 
double de la section par le plan asymptote est un point de rebroussement, 
la tangente de rebroussement est a linfini; le plan asymptote est a 


distance finie |n’. 6. 


Lorsque le cylindre est elliptique le point de rebroussement est isole 
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vr. 


vu 


va. 


IX”. 





Painvin, points a Uinfin sur les surfaces algebriques. 


|| peut arriver que le plan asymptote touche la surface tout le long d’une 
droite a linfini In. 10, 3°“ cas]. 

2°. Si la generatrice @ est parallele au eylindre, le point / a lin- 
fini est an point double de la surface |n’. 11, 1"). 

La surface S se compose de deux plans qui se coupent: 

Le plan asymplote coupe la surface suivant une courbe avant un 
point triple a linfini; tout plan parallele a la direction asymptotique coupe 
la surface suivant une courbe dont le point a linfini est un point d’in- 
{lexion: une droite quelconque, situee dans le plan asymptote et parallele 
a la direction asymplolique, rencontre la surface en trois points coin- 
eidents [n®. 7. 

Si la generatrice @ clait parallele a linterseclion des deux plans. 
Ie point / a Finfini serait un point double de la surface. 

La surface S est un eylindre parabolique: 

I". La generatrice @ n'est pas parallele au eylindre; dans ce cas. 
la droite @ est une arele de rebroussement du eöne des directions asymplo- 
!iques: le plan asymplole est a linfini et coupe la surface suivant une 
courbe avant un rebroussement au point de contact; la tangente de re- 
hroussement est a linfini et se trouve dans le plan touchant le cöne suivan! 
son arele de rebroussement [n®. 9. 27. 

I! peut arriver que le plan asymptote (a linfini) touche la surface 
{tout le long d’une droite a linfini [n”. 10, 2""" cas]. 

2. Si la generalrice @ est parallele au eylindre, le point a Yinfini 
est un point double de la surface [n°. 11, 2]. 

La surface S se compose de deux plans dont un a Üinfini: 

I‘. La direclion asymplolique nest pas parallele au plan a distance 
finie: Je point a linfini est un point simple; le plan asymptote est ä 
"infini. et le point de conlact est un point triple de la section par ce 
plan: la gencratrice @ est alors une arete triple du cöne des directions 
asymptoliques |n®. 9. 3°]. 

2‘. Si la direelion asymptotique est parallele au plan a distance 
linie. le point a Vinfini est un point double de la surface [no. 11. 3°]. 

Dans le cas d’un point simple. la surface S ne peut pas se reduire 
a deux plans paralleles. ni a deux plans coineidents, ni a des plans 


tous deux a linfini |n°. 11. 3°]. 
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gs. 
Points doubles A linfini. 


14 } 1 } i z . 1 “ y>* . 
Recherche des points doubles A Yinfini. 
A 


‘7 v N „E 4 a - 2 j S . ’ 
13.  Supposons que la generalrice @( 4  soit une eenera- 
.& iv y’ 
TE ( os ap 
2,.4,3 I) el appaı 


'triee double du eöne des direelions asymploliques 4, 
Wemps au eöne Pn—NV\T, Y,2 I: nu d. gu on pl 


ae ( 4 in i Pin ( Pın 1) 
27. -— —U, — —U, — 0; ı 0.9. Y 0: 
O@ ( 5 Oy / Due 22T 


ienne en meme 


les trois premieres de ces relations enlrainent evidemment la suivanle 
Be, Pl, I, Y 0. 
N san Iinp N) j re‘ ) » le li il h ıS{ al Pu Ar 2 hl a ner / ale I 
Le premier membre de lequalio .) est alors divisible par 7, quels que 
y d. que toute droite passant par le point a Finfini 


soient Z. u. v. ce. a. 


i ! t & 
' ı—: 
7, I y 


eh 
v reneonlre la surface en deux points eomeidenlis:; nt / a Finfini est 
done um point double de la surface. 

Pour obtenir les langentes proprement dites a la surface en ce point, 
le lequation 6.) est divisible par 


‚| faut exprimer que le premier membre « 
ces droiles formeront une surface touehant la surface U au point la 


ınlımı 


/ 
P ’ lıyı | D ar } Y7* > | N | r le « io } h N 11 1j ısibl ) HE | (}} 
our que le premier membre de l’equalion (6.) soil divisible par f, on 
doit avoir entre 4, #. v, la relation 
, ( ( o ."  _ © ( O4 , 
>) Ti re (mt 211 — tu tr —o, +29, ,(0,ß,Y 0 
(oa ' oß ( y) u. BE DEE: !: oy!' . 
\ous obliendrons la surface formee par les langentes en / en eiiminant 4. 1. 
v. a laide des relations (5.); l'equalion preeedente devient alors 
\ I . N: oO) 
(2-00) -— + (y—-Po) + (3-70) (4 
N, J ı « . 4 Y/ IN - \ 2 
0244 Of ( 
\ ( ( \ OÖ ! ) ) I" 
2! r—00 be y-P0)-— 4-2 — vO|- ( 2a 4 y Ay 7 
ze r\YyPQ) zZ 7 \2770) 5, IV TA Em [927 
t ‘/oa RC 0} 
Il resulte de lidentite deja eilce, savoir 
c ( n OÖ q 'n } O°0 m f ‘ oO „ s oh 'ım s ( f 
et An, do Pe — Be 20 — ER day - F.. UPY 5 
209 \ 0 ' :[ Daoß daoy 0807 
\wut. | ' ' 
—— \ [ J) ar 
- m(m—1)y„(e, P,Y) 


et de la relation (27”.) que le coeffieient de 0° est nul. 
IS 
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l,e coeffieient de 0 est aussi nul; car, en ordonnant par rapporl a ww, y, =. f. 


on trouve que ces variables ont pour multiplicateurs respectifs: 








op u, Pi 0 
ph N pP ner pe da ou (m—]) ne 
0@ o@0; cacy on 
are ı ae, Fe a are 
oBca Kur 27757 \ » B i 
| u u; 
O4 Im © T N a ’q l \ ot m 
IW) ei KY Mu. ou (m-1)Er, 
( yoa ( Yc 1} 0} Or 
ot m-I f ‚DpPn-i ( Pin 5 
wart P—— +7 ou (m—-INyn-(t, P,Y). 
ca oß oy | 


{In voit done. en avant egard aux relations (27.). que !a surface. lieu des 


tanzentes a la surface au point Ja a a pour equalion 


c 


‚O° m £ X m ; 2 oO ) ‘ G m N 0 x m ou m 
ı 7 O Im 1 Mal a u - Ir ich hı > ” 2X ER. “ 2ı Pr) =. 
0a 7 OP or 0@0 5 0@0; “ 0ßoy 
Be 0: 
| - C f m—I N Of m—! | © F m—1 
+2 |. =; + 3— + pn (0, By Y 
; 21 « ou l Y 09 I Oo Y Fm- 2 5) “ f] 


eest un eylindre que je nommerai cylindre asymptote de la surface au point 


double I. 
Id. Nous allons d’abord consltater que l’equalion (30.) represente ef- 


leelivement un eylindre. En effet, les plans du centre ont pour @quations 


0% | oO | of, u ;, 
Gm 1 y_ 29m 1,24, _ Q, 
\ oa caop 0a0y 0@ 
; 4 og 04 
‘ © u t 7 , m s, m—lI 
31. a ty a +3 on + —— = |. 
| oPo0«a oB oPcy 03 
op, | ee , Fi: ; 
+03 5-35 + 0: 
070@ “ oyYoß Oy oy 


.) 


Or. si Ion ajoule ces equalions respectivement multipliees par @, /, y, on 
arrive. en egard aux relations (27.). a une identit&; ces plans passent done 
par une meme droite; par suite, la surface /' est un ceylindre. 


Les plans asymptotes de ce eylindre sont paralleles aux plans 


IS 


er Of Om , „2 Om 0% Om, O’pm 
wi Fy nz er 2ry = u +20 Fa 0: 
ca oy ” ca0ß ca 0y ” oßoy 


ces plans sont sei les plans =... au cöne des direclions asympto- 


iiques suivant larete double @(e, 9,7), [m’. 8]. 
le eylindre asymptole 7" est la pi du second ordre du point a 
u ar z 1) 3 ‘ ’ 
linfini (- =- —- = —,‚t= 0) ou la surface diametrale du second ordre cor- 
(& D Y 
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respondant a la direction G@(e,P,y). Les generatrices du eylindre sont pa- 
ralleles a la droite @, car cette droite est parallele a chacun des plans des 
eentres (31.). 

Ainsi, en un point double I a Finfini d’une surface, les tangentes pro- 
prement dites forment im eylindre du second degre parallele a la direction 
asymptotique sur laquelle se trouve le point I: cette droite est une arete double 
dn ceöne des directions asymploliques. 

13. Nous signalerons les proprietes caraclerisliques suivanles: 

1’. Un plan quelcongue passant par le point double ce. a. d. parallele 
a la generatrice G coupe la surface snivant une courbe ayant un point donble 
ia Finfini: les tangentes en ce point double sont les intersections du eylindre 
ısymptote par le plan secant. 

2. Un plan tangent quelcongue au eylindre asymptote conpe la sur- 
face suirant une courbe ayant un point de rebroussement a linfini, la tangente 
de rebroussement est la generatrice de contact de ce plan avec le eylindre. 

3. Les plans asymptotes du cylindre coupent la surface suivant um 
courbe ayant un point de rebroussement a Üinfini, la tangente de rebroussement 
est la generatrice de contact, laquelle est aussi a Finfini. 

Pour demontrer les proprietes qu’on vient d’enoncer,. nous prendrons pour 
axe des z une parallele a la direction asymplolique eonsiderece. ec. a d. que 


nous supposerons 
wa. = ol; 
pour plan des .ırz, un des plans langenis au eylindre: nous choisirons., en 
outre. Ja generatrice de contact pour axe des 2. Si l'on tient compte des 
relations (27.) et quon ait @gard A la position BE des axes par 
apport a la surface /', on lrouve que les fonelions %„. Yan_ı- Pu_., doiven! 


etre de la forme 


Im (2, Y,2% m = Fa a 4 Ir 4 -2 Dx Y -(/ Y) = 
ml, 9,2) = tar 12, ey- a + Buya"": 
Pan, Y, 2) a ar er er a Br = A. r nu B; y)z 


el le eylindre /' a pour &quation 
(I Ax’+2Brey+Cy+B,yt = d. 
Le plan des yz peut elre NR: comme un plan quelconque parallele a la 


direetion asymptolique consideree:; or lequation de la section de la surface 
0 est 
u y’3") +f(.++ B,y2”") +f (en 4 B,yz”*) 5 ae. 2 0: 





par ce plan r = 
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la direelion asymplolique y= 0 ou laxe des z correspond a un point double: 





car si l’on pose 
erh 
le premier membre de l’equalion preceedente est divisible par F, quel que soil 
. Nous obtiendrons les langenles en egalant a zer le coelficient de F, on 
a alnsı 
Uk- BR, ou Gy - B,yt: 0): 

ce sont preeiscment les deux droites inlerseclions du evlindre /' par le plan 
2 —= 0: la proposition (1.) se lrouve ainsi demontrce. 

Le plan des zz ou y=Ö est langent au eylindre asymplote: or V’equa- 
tion de la section de la surface par ce plan est 


/ 


Az’ 2" )+t(-- +4,23" ")+EP(- + A223"). = 0: 


la direelion asymplolique = = 0 ou l'axe des z correspond a un point double: 
car si Von pose 
x ht 
le premier membre de l’equalion precedente est divisible par F, quel que soit %. 
Nous obtiendrons les taneentes en @oalant a zero le coefficient de F, on a ainsi 
E=a au = 

le point a Finfini est done un point de rebroussement: ce qui demontre la 
proposition (2. 

On etablira de !a meme maniere la proposition (3°.) en prenant pour 


axe des z la liene des centres du eylindre asymplole. el, pour plan des .rz. 


un des plans asymplotes de ce eylindre. 

16. Parmi les langenles qui lorment le eylindre asymptote, il ven 
a qui ont avec la surface un contact d’ordre plus eleve que le premier, e. a. d 
qui reneontrent la surface en guatre points coincidant avec le point 7. 

Nous obtiendrons ces tangentes en eoalant a zero les coeflicients de 
F et # dans l'equation (6.): on trouve d’abord la relation (28.) qui, par leli- 
minalion de /, u, v, nous conduit a l'equation (80.) du eylindre asymptote. 

En egalant a zero le coeflieient de F, on a (en conservanl la notation 


symbolique) 


\ a C ( } 2 ); c Oo : oı 
| / 7 { rn v w BE m hi ae eh I { nD 4 i  . m l 
24 \U oa oB 0Y PR u oß 0 rs | 0 
a ö en „. 
6 \ — u u “sa ı Fe | Pm—2 6p„-3(0, ß, i 
' 00 0» 0Y \ 


Si. entre cette equalion et les relations (9.) nous eliminons A, u, v, nous 
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aurons lequation dune seconde surface sur laquelle doivent se trouver les 
tangenles en queslion que je designerai encore sous le nom de fangentes in- 


flexionnelles. 
Par la substitution indiquee lVequalion (33.) devien! 


E; © © ER Se 
2—- Bi ir PP)sz riss 7o) >] Y 
N \ m. } « y n) \ Rs , mi 
\ ' OU U 0} ) | 
| “7, \ ( > ( { ! 
34 t 57; L 00 4 — PO —. z A/f) Y f () 
{ (dA ( ) es“ ( ] \ 
| bE) . 4 ER f - n wi 43 „) \ 
er ! ln; oa JTPD, Ey Zur Y) Zi Pm-r 7 DE Pn-3\8, P, / 
’ d 
Maintenant developpons suivant les puissances de o l’equation (34.): rappelons 
les hvpolheses (27.) 
— C ( in O6 mi ot m 
24.) u E « - U, — e UV. u ’ O: Yf ı\G, ;. Y (): el Y u. ,. n/ (), 
0a ( Ir} ( Yy m / / m | / 


equations dont la derniere est un consequence des lrois premieres, el remar- 


quons que pour des fonelions homogenes du degre » on a les identiles 


7 » Ö i a r | 
{ 1°.) of .) I 1 v.. nf Ü. » ay\® 


u Er - / . 
oa | I oß / oY ZE 
lo’ — E. gl Im” 19, 3_ et a FE Inr , / 
eg + u en y u nf L 
ui 87: ’ ( 2 0Y oa09 / ( a@0oY © oh Y 
\ » .) a z 
»(n—1)f(o,P,Yy); 


cd u a © ee er r 20 — 2a) 
\ #17 0» oy’ oa 09 ' dao) 
E u. f ( © ‘ ) Oo” ‘ ’ » ( 
3) a Tray 
| 3 Ca” OoYy OUÜ@GOY coD « Y U oD1 y ‚ vor fi 
1} # 


a(n—1)(n—2)f(o, P,y 


En verlu de la troisieme des relations (39.) le coeflicient de 0’ est nul. 


4 


D’apres la seconde des relations (35.), le coeflieient de 0° se reduit a 


‘ uf i 0% m . ot ın Op 
3/m—1)(m —2)|@ ———+y—— +3 — +tg,-1(0, 0 Y 
/ J #17} « 0» 0y ’ 


quantile nulle par suite des hypotheses (27.). 
Enfin,. en ayant egard a la premiere des identiles (35.), le eoeflicien! 


de o est, abstraction faite du facteur —3(m—1). 


0% OO’ Op Op Oo’ og 
erg A Bd Faay-— + Bes + 3ys <; 
o@ oß oy coach oa0y “007 


OGm- -1 OPm—1 


ı #6 Opn-ı ' ww ı 922 / 
a (2 = ryYy a: 7 a ie, en +2 Gn- (d, + V,; 





oß oy 
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or cette expression est celle a laquelle nous conduit la relation (28.) lorsqu'on 
v remplace 4, «u, v, par leurs valeurs (5.): cette quantite est done nulle aussi. 
puisque nous devons lenir compte de cette relation. 


Par consequent, les fangentes inflexionnelles doivent se Irouver sur la 








surlace 
(„oO C We”, u: C Ku 
t— +Yy-5 +2 (Yn+tI)E- 4; +37 4 
; Y OU I OR OY Im IT 0a I oß OY \ Im (| 
36.) (2) f = MW. 
» N O : © f OU ! n » > / > \ 
| +6! c—+ 1 ep, (0.P,Y) 
I « ) | h ar | > BR ın L m—3 “af C J 
IT 0a oß 0) , 


Celle surface est du froisieme ordre: il esi facile de se eonvainere que 


c'est la polaire du 3°" ordre du point a linfini — =5 =—,i= 0). ou la 
surface diametrale du troisieme ordre correspondant aux cordes paralleles a la 
generalrice G@la,,Y)- 

Cette surface > et le eylindre asymplote /' se coupen! suivanl six 
droites paralleles a la generalrice @; Ay a done siw tangentes inflewionnelles 

a. d. sör langentes au point double I ayant avec la surface un contact du 

second ordre. 

Nous allons constater que le eylindre asymptote et la surface I se 
coupent en elfet suivant six droites paralleles a la generatrice @. 

17. Prenons pour axe des z la direction asymplotique consideree. 


e. a. d. supposons 
A 0. » _— v, ed E; 








/ 
ei eerivons que les relations 
Zn. OD CQ OG 
7), Z=0 ae=0 e=0, 9..1(0,ß,Y) =0, 
O0 ( 2 ( y 


son! salisfaites. 
On constalera, sans diffieulte, que les fonelions g,. ,_, doivenl avoir 


les formes suivanles 


pn\E,Y, 2) ... + ar +sbry- Scrye+dy') gr ee Ar’+2Bry+Cy ’ 
ie \ Pi T,Y,2, - ee + le + 2bay+ c,y’) 2” - > (AıcH+Bıy, z" 
& / RR, c,Y,2) — RR TETETE J (a; c-+ b,y)2”"” | A,2” 2. 
(m, 9,3) = + (C++ by) 3" ++ A,3” 3. 


nous avons eerit en meme temps les fonetions 4,» Pu» qui seront ne- 
cessaires pour former les equations du eylindre asymptlote el de la surface $. 


En prenant pour axe des z la direction asymplotique. on trouve que 


les equalions de ces deux surfaces sont respectivement: 
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Uylindre asymptote 
(38.) (7)  Ax®+2Bay+ Cy'+t(A, + By)+ A; 0: 
surface 


0 


‘ / ‚ ' j) ‘ 2 ‘ 4 N [7 ) [} y 
39.) (2 ac sbryi3eryidy'+(m-2)Ar’+2BayıCy')z 

|; ta,a+2b,2y+cy +(m-2)(A,c+B,y)z]+P[a,.cHb2y4(m-2) As2 |4 Ay 
Ces formules nous seront exiremement uliles pour la discussion des points 


doubles. 
IS. Revenons maintenant a l'objet que nous avions en vue. savoir 
interseelion des deux surfaces / el E&. 
Le evlindre asymptote /' a pour equalion 
Ar’+2Bry+Cy’+t(A, 2 + B,y)+ Ast 0: 
l’equation de la surface > peut s’ccerire 
arm +3br’y+ Sexy + dY + ta + Rb,ay+ co y)+t(ac+by)+4A;l | 


+(m—2)2 [Ar +2bay+ Cy +t(A,c+B,y)+4A;f] | 


Ai 


or la seconde parenthese est nulle si Von a egard a la premiere equalion: 
done les points communs a la surface I et au cevlindre asvmplole son! 
communs aux deux surfaces 
Ax’+2Bay+Cy’+t(A,2+B,y)+Ast’ = 0. 

ax’ + 3br’y + 3cry + dy +t(aa°+2b,2y+cy)+P(ac+b,y)+ A,;t v. 
Mais ces deux surfaces sont deux eylindres paralleles a laxe des z: done 

Le cylindre asymptote de la surface U coupe la surface I suivant 
sie droites paralleles a la direction asymplotique; ces siw droites ont avec la 
surface, au point double a Finfini, un conlact proprement dit du second ordre 
ec. a. d. rencontrent la surface en quatre points coincidents. 

Les @qualions (98.) el (39) nous montrent immedialement que le poin! 


a Yinfini considere est aussi un point double pour la surface I, et que Te 


eylindre asymptote a la surface U est aussi asymplote ä la surface &. 
Remarque. Lorsque la surface U est du troisieme ordre, la surface 
> nest autre que la surface elle- meme; nous pouvons done conclure de ce 
qui precede que si une surface du troisieme ordre a un point double a lin- 
fini. le eylindre asymptote correspondant a ce point double coupe la surface 


suivant six droites paralleles a la direction asymplotique. 
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144 
Avant de nous occuper de la discussion des points doubles. il 


19. 
a section de la surface par un plan queleonque passanı 


nous reste a eludier li 
par une des tangentes inllexionnelles. 
ı Tangente inllexionnelle considerce, et pour 

NOUS 


- F 
EN « 


Prenons pour axe des 
plan des zz le plan tangent au cevlindre asymplote suivant celle arcle 
38.) et (39.). el nous ecrirons que Vaxe 
[el > ei que le plan des az esl tan- 


nous servirons done des equalions 


des z 


apparlienl aux deux surfaces 
Nous obtenons ainsi les conditions 


sent au evlindre. 
A. ei 


Cherchons Iinterseetion de la surface par le plan des .rz qui est langen! 
eylindre asymplole suivant une tangente inllexionnelle. et par le plan des 


quon peul reoarder comme un plan queleonque passan! par celle taneenlie. 
! aux 


au 
yz 
en ayant egard a la forme (37.) des fonctions 9, Pa-ıs Im» Paz € 
dernieres relalions. 
la section de la surface par le plan des yz ou z=0 est 
Uyz ern B,yz” u ‚5 SR b,y2” 4’ -b,yz" ’ + 
0 ou laxe des z correspond a un point double. 


la direelion asvmplolique % 


car en posanl 
oe» 
le | equation est divisible par / on aura les laneenles 


a‘ 


ie premier membre « 
en eealanl A zero le coefheient de TE’, ce qui donne 


CF +B,k=0, ou Öy+Byt=d: 


0 le premier membre de equalion pr&ecedente est divisibli 


lorsqu on fail y = 

par /*, done laxe des z est. pour le pomt double. une tangente d’iinflexion. 
La seelion de la surface par le plan zz ou y=0 est 

H1..—0: 


Hr +3" 


5 . f ee 158 a, Saga er a ns d,.703"” 


Ax'z" 
correspond a un point double : 


la direelion asymplolique r 0 ou laxe des z 
car, en posant z= kt, on trouve que le premier membre de lequalion es! 
oalant a zero le eoefflieient de f. 


divisible par F: on aura les langentes en € 
AF=-0, u =P0; 
= 


ce qui donne 
0. le premier membre, de l'equalion precedente est di- 


visible par f 


la taneente de rebroussemen! 


ei. lorsqu on fail ır — 
: on a done un point de rebroussement de deuxieme espece. cal 


« 
« 


ı un conlael du second ordre. 
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20. Resumons les proprieles prineipales des points doubles a Finfini. 
Resume. 

En un point double / a linfini sur une surface, les tangentes propre- 
ment dites forment un eylindre du second degre parallele a la direction 
asymplotique @ sur laquelle se trouve le point /: la droite @ est une 
arele double du eöne des directions asymploliques. cest une condition 
necessaire a l’existience d’un point double, mais non suffisante. 

Un plan queleconque passant par le point double e. a. d. parallele 
a la droite @ coupe la surface suivant une courbe avant un point double 
a Yinfini, les tangentes en ce point double sont les interseelions du ev- 
lindre asymptole par le plan secant. 

Un plan langen! quelconque au eylindre asymptole coupe la surlace 
suivant une courbe avant un point de rebroussement en / a linfini. la 
Iangente de rebroussement est la generatrice de contact et a avec la courbe 
un conlact du premier ordre: c'est un rebroussement de premiere espece. 

Les plans asymplotes du eylindre (lesquels sont paralleles aux deux 
plans tangents au cöne des direetions asymptoliques suivant l’arete double @) 
coupent la surface suivant une courbe avant un point de rebrousse- 
ment a linfini; la tangente de rebroussement est la generalrice de contact. 
laquelle est aussi a linfini. 

Parmi les generalrices du eylindre asymptote, il v en a sir, que je 
nommerai Zangentes inflexionnelles, qui rencontrent la surface en / en 
quatre points coincidents. La polaire I du troisieme ordre du point / 
a Finfini a ce point pour point double et a meme eylindre asymplote que 
la surface proposce: le eylindre asymptole et la surface I se coupent 
suivant six droiltes paralleles a la generatrice @: ce sont les six langenles 
inllexionnelles. 

Un plan queleonque passant par une tangenle inllexionnelle coupe 
la surface suivant une courbe ayant un point double en / a Finfiniz une 
des tangenles en ce point double est la tangente inllexionnelle, laquelle 
a avec la courbe un contact du second ordre: cest done une tangenle 
dinflexion. Le plan tangent au eylindre suivant une tangente inllexionnelle 
coupe la surface suivant une courbe avant un point de rebroussemen! 
a linfini; Ja tangente de rebroussement est la tangente inflexionnelle. 
laquelle a un contact du second ordre avec la courbe: c'est un rebrousse- 


ment de deuxieme espece. 
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II. Diseussion des points doubles A linfini. 

21. Nous classerons les varieles d’un point double d’apres la nature 

du eylindre asymptolte correspondant a ce point. 
cas. Le eylindre asymptote est un eylindre parabolique. 

Les proprictes generales resumees dans le no.20 ont encore lieu dans 
ce cas: seulement la seetion, dont le point de rebroussemen! a pour langenle 
une droite A linfini, est faite iei par le plan a linfini, car le plan asymptole 
du eylindre parabolique est a linfini; ce plan est parallele au plan touchanı 
le eöne des direelions asymptotiques suivant larele @, laquelle est alors une 
arele de rebroussement (car les termes du second degre de lequation (30. 
jormen! un carre parlait, el ces termes donnent en meme temps les plans 
langenis (32.) au cöne suivant larele double). 

En oulre, les plans paralleles aux plans diametraux du cylindre para- 
bolique coupent la surface suivant une courbe ayant un point double a linfini. 
une des langenles est a linfini. Yautre esi la eeneratrice A distance finie inter- 
seelion du eylindre par le plan secant. 

22. 2" cas. Le eylindre asymplote se reduit a deux plans qui se coupent. 

Prenons pour axe des z la droite intersection des deux plans, et un 
de ces plans pour plan des #2; nous servant alors des equalions (38.). (39. 
el (37.), il faudra supposer 

An, Asse Beh Au 
les surfaces /' et I auront alors pour @qualtions respeclives 


[' 2bay+Cy = ®: 


2 | ac +Sbr y+Scry +dy’+ (m—2)[2Baey+Cy'|z .; 
u + Ka +2b,ay+coy)+t(ac+b.y)+ A,t ” 
et les fonetions 4„. Pair Ins ms se reduiront a la forme 
pn m ren - (ar +3br’y-+Scery’ + dy') 3" + (2Baey+Cy’) 3" 
\ . ee (U E + 2b,2y+cıy?)3” . 
a + (24 by) 3"; 
| Way 2 oHrrerereereneneesennnnnn | 4; r +b,y) rg 


Nous pouvons regarder le plan des yz comme un plan quelconque passan! 
par Faxe du eylindre asymptote (deux plans qui se coupent); en faisant r—0. 
nous obliendrons pour equalion de la section de la surface par ce plan: 


Cy’z” I\ If en c,y'2" 3‘ Es f . . b,y2" *) +? (+. Be A; 2" ’) u Mi 0: 
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la direction asymptolique y=0 ou laxe des z correspond aA un point double: 
les deux langentes en ce point double se confondent avee laxe des z, et le 
contact est du premier ordre; on a done un rebroussement de premiere espece 
a Finfini. la droite oz est la tangente de rebroussement. 
la section de la surface par le plan des zz (y=0) e. ä. d. par un 
es plans asymplotes a pour equation 
+a202"") ++ +23") HH (+23) Hl + A 2" )4e 0: 
la direction asymplolique @= 0 ou laxe des z correspond a un point triple 
de la section, car si l’on pose 
2 = KM, 
le premier membre de l’equation preeedente est divisible par f’: les langenies 
en ce point triple seront donnees par l’equation 
a +aK+mk+A,=0, vu andtart+ac+AP=0: 
ces lrois droites sont preeiscment les inlerseclions de la surface I par le plan 
y=0®. e. a. d. les Irois langentes inllexionnelles situeces dans le plan asvmptote 
considere. 
Si Von cherche linterseclion de la surface par le plan 
= M 
guon peut regarder comme un plan quelconque parallele a la direction 
asvmplolique, on trouve une courbe ayant un point double a linfini, les deux 
tangenles sont les interseclions du plan secant avec les deux plans asymplotes 
constituant le eylindre asymplote. 
Considerons enfin linterseetion de la surface par un plan quelconque 
parallele a un des plans asymploles, y=0 par exemple; soil 
yaßM; 
equation de la section par ce plan est 
De (ax’+B3bhz’t-+ Sch’xt’—+dh’t?) 3" + (2Bhxt+ Ch’t?) 3" *] 


4] +(a0?+2b,het+e, hf) 2") +HPL--+(ac+b;ht) 2") + P[-4 A" 9] N 


(U): 


ou. en ordonnant, 
2° (++ a3") + tel +2 Bh2’T) HE + Cha" T)HE’e) + v. 
la direction asymptotique 20 correspond ä un point double, car si l’on pose 


= 8 


on voit que le premier membre de l'equation preceedente est divisible par x’; 
19 * 
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les tangenles au point double sont donnees par l'equation 


2Bhk+-CWE=0,. ou 2Brt+ChF = 0; 
une des langentes est la droile a linfini 2=0, lautre est la droite 2Br-+Cht =: 
il est visible que cette derniere droite est Fintersection du plan secant y—ht—=0 
avee le second plan asymplote 2br+C0y=V0. 

Ainsi: 

Le eylindre asymptote se reduisant a deux plans qui se coupent (que 
je nommerai plans asymptlotes du point double), laxe des deux plans 
asymplotes est parallele a la direclion asymplotique; les tangentes inflexionnelles 
sont les intersections de la surface polaire Z par chacun des plans asymptotes. 

Tout plan passant par Üintersection des deux plans asymptotes coupe 
/« surface snivant une courbe ayant un point de rebroussement en I a (infini: 
pour toutes ces sechions la tangente de rebroussement est Üintersection des 
deuv plans asymptotes; on pourrait donner a ce point double particulier le 
nom de point de rebroussement conique, et a la tangente commune celui 
daxe de rebroussement. 

Chaque plan asymptote coupe la surface suivant une courbe ayant un 
point triple en 1 a Üinfini; les trois tangentes en ce point triple sont les trois 
langentes inflexionnelles siluces dans le plan asymptote considere. 

Un plan quelconque parallele a la generatrice @ coupe la surface sui- 
vant une courbe ayant un point double en 1; les deux tangentes sont les inter- 
seclions des deux plans asymptotes par le plan secant. 

Un plan quelconque parallele a Tun des plans asymptotes coupe la 
surface suivant une courbe ayant un point double a Tinfini; [une des tan- 
gentes est Fintersection du second plan asymptote par le plan secant, et la 
seconde tangente est a Cinfini, parallele a la generatrice @. 

23. 93°" cas. Le ceylindre asymptole se reduit a deu:.r 
plans paralleles. 

Prenons la direction asymplolique pour axe des z et l’un des plans pour 
plan des @z: nous servant alors des equations (38.) et (39.).-il faudra supposer 
A=0, B=0; A=-9, A=d; 

es surfaces / el > auront pour equalions respeclives 
(I) Cy-+Byt = 0, 
ax'+ 3bar’y + Bery’+dy’+ (m— 2) Cy’z+t[a, @+2b,cy+ cıy’] 0 
+ (m—2) Bıyst + (a,c+b,y)-+4A;P Days: 
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et les fonetions ps Pm-ıs Pm-2» : . se reduiront a la forme 


BE + (a2? + 3ba’y+ 3exy’+dy’) 3" + Cy'a" 
ia Be + +(12°+2b,2y+cy?)3"°+B, ya": 
2 = treten H (a, € .. by, zZ 3. 

Pun—3 — sr 10% EEE + A,23”°. 


La section de la surface par le plan des zz ou y=0, lequel est un des deux 


plans asymptoles, a pour equation 
(+ +arz" Hl +2") He He") HER le + A" )4 0. 


La direction asymplotique z=0 ou l'axe des z correspond a un point triple: 
si lon pose e= At, on aura les langentes en ce point triple en egalant a 
zero le coellicient de F, ce qui donne 

a’ +aK#+m;k+A,=0, ou ar +ta,rt+mat?+At’= 0: 


on voit que ces trois droites sont les intersections de la surface I par le 


plan y=0, ce. a. d. les trois langentes inllexionnelles situees dans le plan 


asymptote considere. 
Cherchons maintenant lintersection de la surface par un plan quel- 
conque parallele aux plans asymptotes, savoir par 
y= M; 
on a pour equation de la section: 


++ (ax + 3bha’t+S3ch’xt’ + dh’t?) 32" + Ch’t’2"" ] | 


+11. -+(a,2°+2b,hxt+ c ht?) 3" "+ B, htz”"""] | — 0: 
++ 2+b,h)3"]+ PL. + A,3”"°]4 
ou. en ordonnant, 
++ ar") +t]| + (3bh+a,) a3" ]+t°[---+(Ch’+B,h)2” ar hi 
+++ (d® + ch’ +b,h+ 4,)2""]-+ \ 


La direction asymptotique 2=0 ou l'axe des z correspond a un point double: 
a zero le coeffiecient de r’, 


et en posant = kx, on trouve, en egalanl : 
= m "=; 





on a done un point de rebroussement, la tangente de rebroussement est a l'infini. 
Le plan des y3 peut etre regard& comme un plan quelconque parallele 

a Ja direction asymptotique; la section de la surface par ce plan possede un 

point double a l'infini, les tangentes en ce point double sont les intersections 


des deux plans asymptotes paralleles par le plan secant. 








150 Painvin, points a Finfini sur les surfaces algebriques. 


Ainsi: 

Lorsque le eylindre asymptote se reduit a deux plans paralleles (que 
je nommerai plans asymptotes du point double), tout plan parallele aux 
plans asymptotes coupe la surface suivant une courbe ayant un rebroussement 
en I a Finfini, la tangente de rebroussement est a Tinfini dans le plan secant 
ei parallele a la direction asymptotique; le point double de la surface peut encore 
ötre designe sous le nom de point de rebroussement conique, mais Üaxc 
de rebroussement est a Tinfini, parallele a la direction asymptolique. 

Chacun des deux plans asymptotes coupe la surface suivant une courb 
ayant um point Triple a Finfini; les tangentes en ce point triple sont les trois 
tangentes inflexionnelles situces dans le plan asymptote considere. 

Un plan queleonque parallele a la direction asymptotigue coupe la sur- 
face suirant une courbe ayant un point double a Uinfini, les tangentes en cı 
point sont les intersections du plan secant avec les deux plans asymptotes. 

24. 4°" cas. Le eylindre asymptote se reduit a deux plans 
corncrdents 

Prenons pour axe des z la direction asymptolique. et, pour plan des ırz, 
Ie plan auquel se reduit le eylindre asymptote; on devra avoir (equation (38.)) 


A=0, B=-0; A,=0, B=0; A4=0: 


ie eylindre asymptote ei la surface I ont alors respecelivement pour equalions 
(f ar 
ir (ar +3br’y+Bery’+dy’+(m—2) Czy’+t(a, ac’ +2b,2y+c,y 
& f + (c+by)+At’ = 0: 
et les fonetions %,. Ya, - . . prennent la forme 
p, + (ar + sbry+Bery’ + dy) 3" + Cy’z"7 
Pak Een He +2b,2y+cy)2" 
Li BE IELLLELEZ III = ac+b,y) .” 
Im > treten + A,X Fb,y)a”*+ A, 3”. 


Le plan des .rz ou y=O coupe la surface suivant la courbe 


- m 3 \ - N > \ 3 | u R- u IR 3 
He +a 23") (+, 22") ta, 23” + A; 2") — 0; 


> 
> 


Ey Lar’2” 
la direction asymplolique = = 0 ou l'axe des 3 correspond A un point triple: 
les taneentes inllexionnelles se reduisen!. dans le cas actuel. a trois svstemes 


de deux droiles eonfondues: ces trois droiles sont les tangentes au point triple. 
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Le plan des yz peul elre regarde comme un plan quelconque parallele 
ala direetion asymplolique; la section de la surface par ce plan a pour equation 
1 Oy’z" 4 t-+ey'3" Hl +b3y3" Hl +b; 43” .. A, 2" ) Leo 0: 


la direetion asymplolique y=0 ou l'axe des z correspond a un point double. 
les deux langentes au point double se confondent avec laxe des z: c'est 
done un point de rebroussement. 

Si laxe des z est une langente inflexionnelle. e. a. d. si 1,0. Ia 
langeente de rebroussemen! a un conlacl du second ordre: e’est un rebroussemen! 
de 2°" espece. 

Linterseelion de la surface par un plan quelconque parallele au plan 
asvmptole, tel que y= hl, a pour equalion 


m 
- 


+ +(aam’+3bhait+3chzt +dWP)" TÜ+OhF3" Hl] +(a,e’+2b,haet+eh’t)z 
+++ bht)2"] + E’[-- + A,2"°])+ 0. 


ou. en ordonnant. 
C++as’z")+t[--+(3bh+a)23" "+ +Ch’2”]] 
HP +(dh’+c,h’+b,h-+ A,)3"")+-- \ 


VÖ. 


La direction asymptotique 2 = 0 ou l'axe des z correspond a un point double: 
les 


en posant = kr et en egalant a zero le coellicient de x, on a pour 
langenles 

"= ee F=®9; 
on a done un point de rebroussement dont la tangente est a linfini. 

Ainsi: 

Lorsque le ceylindre asymptote se redwit a deux plans comeidents (que 
je nommerai plan asymptote du point double), un plan quelconque pa- 
rallele a la direction asymptotique coupe la surface suivant une courbe ayanl 
en I a Finfini un point de rebroussement, la tangente de rebroussement esl 
Fintersection du plan secant avec le plan asymptote: cest un rebroussement 
de premiere espece: le rebroussement est de deuxieme espece, lorsque le plan 
Ainsi, toutes les tangentes 


secant passe par une des tangentes inflerionnelles. 
de rebroussement, au lien de se confondre comme dans le deuxieme cas avec 
une seule droite, sont tei toutes dans un meme plan asymptote. 
done donner a ce point double a Finfini le nom de point de rebrousse- 


ment plan, et le plan asymptote serait le plan de rebroussement. 


On pourrait 
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Le plan asymptote coupe la surface suivant une courbe ayant un point 
triple a Cinfini, les tangentes en ce point triple sont les trois tangentes in- 
flexionnelles, intersections de la surface Z par le plan asymptote. 

Un plan quelconque parallele au plan asympiote coupe la surface 
suivant une courbe ayant un point de rebroussement a Finfini, la tangente de 
rebroussement est ü Uinfini, parallele a la generatrice (@. 

25. 5°" cas. Le eylindre asymptote se reduit a deux plans, 
dont un a linfini. 

Si on se reporte a l'equation generale (30.). on voil que ce cas se 
presentera lorsque la direclion asymplolique @ sera une arte triple du cöne 
C et une arcte simple pour le cöne y,_,(2,y, 2) =V. 

En prenant pour axe des 3 la direction asymplolique et en supposanl 
que le plan des zz soil le plan a distance finie. on A dapres les equations 


38.). (39.), (37.), 


A=B, BR € AB Z=B; 
dou 
I) Byt=0. 
x ar + sbay+scay + dy' +t|a,e +2b,0y+ ci y + (m— 2) B,yz. 
x +F(ac+by)+A;f = 0: 
el 
P: 2.222 27 + (ar +sbr’y+3cery’+dy)s3"": 
m en (aa +%ay Hey)" + Bıya"- 
Pa = rrrerereen +(,c+ b,y)3"°; 
Dun = reinen ae 4 (a; c- b,y) 3" +4 ae 


Trois des tangentes inflexionnelles sont les interseclions du plan a Yinfini ave« 
les trois plans 
ar’ +3br y+3cery +dy' = d: 
ei les trois aulres son! 
y=-V0. atart+nat+ AP =d. 

Winterseclion de la surface par le plan des yz, que nous pouvons regarder 
comme un plan quelconque parallele a la direction asymplotique, a pour equalion 

da") + tl + Bu ya") Hr +bya") Hl + Aa" )H ed. 
la direction asymptolique y=0 ou l'axe des z correspond a un point double: 


en posanl successivement! y = kt, puis = k,y. on obtiendra les deux tangentes 
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en ce point double, qui sont: l’une, l'intersection du plan secant avec le plan 
asymptote a distance finie; l’autre, a linfini. Lorsque l’axe des 3 est une des 
tangentes inflexionnelles, la premiere tangente a un contact du second ordre. 

Par une analyse semblable a celle que nous avons dejä repetce plusieurs 
fois, on constatera que lintersection de la surface par un plan parallele au 
plan des zz a un point de rebroussement ä linfini dont la tangente est elle- 
meme a linfini. 

Ainsi: 

Lorsque le cylindre asymptote se reduit a deux plans dont un est « 
Finfini, la direction asymptotique G@ est une arete triple du cöne Ü et une 
arete simple pour le cöne p„_ (X, Yy,2) = 0; trois des tangentes inflexionnelles 
sont dans le plan a Cinfini. Le plan asymptote a distance finie est parallele 
au plan tangent au cöne P„_1(X,Y,3)=0 suiwant Tarete G; les trois tan- 
gentes inflexionnelles a linfini sont respectivement dans les plans tangents au 
cöne C suivant Farete triple @. 

Tout plan parallele a la direction asymptotique coupe la surface suivant 
une courbe ayant un point double a Cinfini; une des tangentes est a Finfini. 
parallele a la direction asymptotique; Tautre est lintersection par le plan 
secant du plan asymptote a distance finie. 

Tout plan parallele au plan asymptote a distance finie coupe la surface 
suivant une courbe ayant un point de rebroussement a linfini, la tangente de 
rebroussement est a linfini, parallele a la direction asymptotique. 

Les deux plans asymptotes coupent la surface suivant une courbe ayant 
un point triple a Tinfini, les tangentes en ce point sont les tangentes in- 
flexionnelles. 

26. 6” cas. Le ceylindre asymptote se reduit a deux plans 
coincidents et a linfini. 

Si l’on se reporte a l’equation generale (30.), on voit que ce cas se 
presentera lorsque la direction asymptotique @ sera une arete triple du cöne 
C et une arete double pour le cöne 9,„_1(@, y, 3) =. 

On a alors, d’apres les equations (37.). (38.), (39.): 


A=& Bau Ci AU =; 


5) ar’ +3br’y+3ery’+dy’+t(a ac +2b,ey+ey’)+Pla,c+b,y+(m—2) As: ]+A;f 
\ 
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Pu 22 25072 +(ax0’+3ba’y+ 3exy’+dyp) 3"; 
BE 2ER In = (a, x” 4 2b,xy +6, y) 2”: 
Pa = treten inne + (a; z+b,y)2" + A, 2" ?: 
Pan > nenne rer A 


Les tangentes inllexionnelles se reduisent ä trois groupes de deux droites 
coineidentes situ6es dans le plan a linfini et dans les trois plans tangents au 
ceöone Ü suivant larete triple @. 

Le plan des zz peut eire regarde comme un plan quelconque parallele 


a Ja direction asymptolique; son interseclion avec la surface est 


(+a2”3” ) + { (| a, x’s”°) . FE (++ As er .n f’ (+4; Zr )te di 0: 


la direetion asymplolique 2—=0 ou l’axe des z correspond a un point double; et. 

en posant = kr, on trouve pour l'equation des tangentes en ce point double 
’=0 a FR. 

Done: 

Lorsque le cylindre asymptote se reduit a deux plans confondus avec 
le plan de Finfini, un plan quelconque parallele a la direction asymptotique 
coupe la surface suivant une courbe ayant un point de rebroussement a Finfini, 
la tangente de rebroussement est a Üinfini dans le plan asymptote; on a ainsi 
un point de rebroussement plan, mais le plan de rebroussement 
est a lFinfini. 

Le plan a Üinfini coupe la surface swivant une courbe ayant un point 
[riple en I, les tangentes en ce point sont les intersections par le plan a lin- 
fini des trois plans tangents au cöne Ü suivant Tarete triple @. 

27. Remarque I. Il peut arriver, dans le cas d’un point double a 
infini sur la surface, que la surface & (36.) se reduise a un cöne, ou bien a 
un eylindre non parallele a la direction asymptolique; mais ceci ne se presentera 
que pour certaines positions particulieres des tangentes inflexionnelles, lorsque. 
par exemple, plusieurs de ces tangentes se confondent, ou s’eloignent a lin- 
fini. ele.... Nous obtiendrions alors des varietes du point double renfermees 
dans les cas parlieuliers que nous venons d’etudier; mais nous devons laisser 
de cöte cet examen qui allongerait demesurement cette discussion deja fort 
etendue. Dailleurs les hypotheses que nous avons parcourues nous ont donne 
les cas generaux de la discussion des points doubles; ces cas doivent evidemmen! 
correspondre aux formes speciales que peut presenter le cylindre asymptote. 
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Cependant il est important de remarquer que, dans le cas d’un point 
double, la surface > ne peut pas se reduire a un cylindre parallele a la 
direction asymptotique. Car, prenant la direction asymptotique pour axe des 
z et faisant usage de l’equalion (39.),. on devrait avoir 

A=0, Bei C=>09; A=6G BB>d A=0. 
L’equation (38.) du eylindre asymptolte se reduirait, dans ce cas, a une identite: 
par suite, on conelurait de l’equalion generale (30.) 








O’pm io 0 O fm 2 0. Om u 0 0’ m _ 0. pm kL: 0. og m! 0: 


"Mu BE : ' Zr 7 dady oRoY 








a oß oy 


et on voit alors, par l’equation (6.), que Ze point I a Finfini serait un point 


O0 m—1 ot m—1 06 m—1 
r u ie I =0; 9.2[(%,ß,y)=0; 


triple de la surface. 

285. Remarque Ill. La discussion des points multiples d’ordre superieur 
au second serait excessivement compliquee; elle exigerait d’ailleurs, pour elre 
complete. des notions plus etendues que celles que nous possedons sur les 
courbes et les surfaces d’ordre superieur. 

Je me contenterai de signaler les cas suivants, pour montrer commen! 
la methode analylique se prete avec facilite a l’etude et a la discussion des 
points a linfini. 

I’. Les fonctions y„ et f„_. sont respectivement de la forme 

In (2, 9,2) = fl, 9, 3) 9 (@, y, 2). 
Be y,2) = fia,y,2)w(@,y, 2). 
symptotique (a, ,y) situee sur le cöne 


(40.) I 


Considerons une direction a 


f(z,y,2)=0.,. de sorte que fla,P,y)=0; 


\ 


le point a liinfini correspondant (= r hun 0) est un point double de 


la surface; le .. Wert ur a pour MaBene 


u (@, P, Y) 


Cette equation represente deux plans paralleles, le point double est, par suite, 
un point de rebroussement conique dont l’axe est a linfini [n°. 23]. 
Donc chaque point de la courbe a linfini 


f(z,Y,3) =0, t=U, 





=0. 


\ 


20 * 
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est un point double de la surface; ce sont des points de rebroussement 
conique dont lVaxe est a liinfini. 
Pour les directions asymptotiques, intersections des deux cönes 
p(®, Y, 3)=(, f(z; Y, s„)’=8, 

les points de la courbe sont des points de rebroussement de la nature 
de ceux qui ont ele etudies au [n°. 25], car alors le cylindre asymptote 
se compose de deux plans dont un est a linfini. 

II’. Ziequation de la surface U est de la forme 


(42.) [f(z, Y, 3)P+tp._ı (®, Y, 3) +’ — 0; 
de sorte que, si g est le degre de f(x,y,z2)., on a 
pg = m: 


nous supposons, en outre, que la fonction Y,„_,(x, y, 2) n’admet pas en facteur 
la fonction f(x, %, 2). 

Considerons une direction asymptotique @G(«, ,y) satisfaisant a la 
relation 

flo, B,y) = 0; 

ns — 0) est un point simple de la surface, 
ie plan asymptote correspondant est a linfini. 

Pour mieux connaitre la nature du contact en un tel point. etudions 
la section de la surface par un plan quelconque passant par le point /, ce. a. d. 
parallele a la direction asymptotique @. On peut supposer que cette direction 


Di SE = 
le point a linfini J —=-2- 
„a. 


soit prise pour axe des z, alors 
(1°)  f(a,y.2) = *+(AX®+2Brey+ Cy’) 3’ + (ac + by) 237". 
Le plan des zz ou y= 0 peut etre regard& comme un plan quelconque paral- 
Iele a la droite G@; la section de la surface par ce plan a pour &quation 
+ +a2zP + +a 2") HE +2") + = 0; 
la direction asymptotique e=0 ou l'axe des z correspond a un point simple; 
et si on pose t= kr, on a 


rer (- .. 4 azı pP kr (- os En a, er. -- IE 2 (- .. n. A; en 4 ... — A). 


J 
Pour avoir la tangente, il faut egaler a zero le coefficient de x2””', ce qui 
donne k=0; le premier membre de l’equation precedente est alors divisible 


par x”; l'asymptote, laquelle est a l'infini. a done avec la courbe un contact 


du (p—1)""" ordre. 











- 
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Si dans la valeur (1°.) de f(x,y,3) on suppose «=0, le plan des 
xz est alors tangent au cöne f(z,y, 3) des directions asymptoliques; la section 
par le plan y= 0 a, dans ce cas, pour @qualion 


++ Ar’ PH +3") HE le 0,3” ”) RS u 0: 


la direction asymplotique 2= 0 ou l'axe des z correspond a un point simple: 


et. si lon pose t=kax, on a 


Pr (+ AP +krle +2") + rl 43") = 0. 
Pour avoir la tangente, il faut &egaler a zero le coeffiecient de 23”, ce qui 
donne k=0; le premier membre de l’equation precedente est alors divisible 


par x”; Vasymptote, laquelle est a linfini, a done avec la courbe un contact 
du (2p—1)"" ordre. 
Ainsi: 
Lorsque l’equation de la surface se presente sous la forme (42.). le 
plan a linfini est un plan tangent multiple et touche la surface suivanı 


v 


la courbe a Yinfini 
fa,u,s)=U 1=0; 

en chaque point de cette courbe, le contact du plan a linfini avec la 
surface est du (»—1)""" ordre. Car, si nous considerons un de ces points. 
I par exemple, un plan quelconque passant par le point / coupe la sur- 
face suivant une courbe pour laquelle le point / est un point simple a 
linfini, et la tangente a la courbe en ce point, laquelle tangente est 
aussi a linfini, a avec la courbe un contact du (p—1)“"" ordre; done le 
plan a linfini est tel que toutes les droites, situces dans ce plan ei 
passant par J, c. a. d. paralleles a la direction asymptotique @, rencontren! 
la surface en p points coincidant avec le point 7. 

Le plan tangent au cöne f(x, y,z)= 0 suivant larete @ coupe la 
surface suivant une courbe pour laquelle le point / est un point simple 
a linfini; la tangente a la courbe en ce point, tangente qui est elle- 
meme ä linfini, a avec la courbe un contact du (2p—1)“"" ordre, ce. a. d 
rencontre la surface en 2p points coineidant avec le point 7. 

Il’. Liequation de la surface est de la forme 


(43.) g„(2,9,3) = E". 


Tous les plans asymptotes enveloppent le cöne 


pn(X,Yy,2) =. 











155 Painvin, points a linfini sur les surfaces algebriques. 


Si nous considerons une göneratrice quelconque @ de ce cöne, par exemple. 








Y . swas © ie 
= u | = > =(, avec mt, P, Y) =, 


e! si nous cherchons son intersection avec la surface, on trouve 
0"y„(0,P,y)=t", u "=0; 
done cette droite rencontre la surface en m points coincidant avec le point / 
a Finfini (= - I - ‚t=0). 
& BTr 

On voit, par l’equation (6.), qu une droite quelconque parallele ä la 
oencralrice @ ne rencontre la surface qu’en un seul point a linfini. 

Pour &tudier la nature du contact au point /, prenons la direction 
asymptolique pour axe des z et le plan tangent au cöne pour plan des «z, 
de sorle que 

44.) gn(2,9,3) = *+(Ar’+2Brey+Cy)z3"”+bys". 
La section par le plan asymptote ou „= 0 a pour &qualion 
+ Ad) = 0: 
la direction asymptotique e=0 ou l'axe des z correspond a un point double: 
les deux tangentes se confondent avec laxe des 3; et, pour e=(, le premier 
membre de l’equation est divisible par £”, ce. a. d. que le contact et du (m—2)" 
ordre. 

La section par un plan quelconque passant par la generatrice @, ce. a.d. 
par le plan 2= 0 qui peut etre considere comme a a pour equalion 

++ ya" + bya")—t" = 
la direetion asymptotique y = 0 ou l’axe des z Ha a un point simple: 
et si [on pose y= kt, on trouve pour determiner la tangente k=0, et le 
premier membre est alors divisible par #”. 

La section par un plan queleonque parallele au plan asymptote, par le 
plan y—-Aht=0 par ERARENN, a pour equation 

-(Ax®+2Bhxt+ Ch’t?) 3" + bhtz"""—t" — 0: 
ou. en ordonnant, 

2? (+ Ag") +1 +2 Bhazs"? + bh3”") +? )+4+- = 0; 
la direction asymptotique © = 0 correspond a un point simple; et, en posanl 
!— kx, on trouve la tangente en €galant a zero le coefficient de x3”"", ce qui 
donne #=0, et le premier membre est divisible par x’; l’asymptote est done 


a Finfini et a avec la courbe un contact du premier ordre. 
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Un plan quelconque parallele au plan des yz, e—ht=0 par exemple. 
peut etre regarde comme un plan quelconque parallele a la generatrice @: la 
section de la surface par ce plan a pour @qualion 

++ (Abt? +2 Bhyt+ Oy’) 3" +bya""—t" — 0, 
ou. en ordonnant, 
++ by2")+ El +2 Bhyz"") HE (+ Ah’a" ") Hl )+ = 0; 
la direetion asymptotique y=0 correspond a un point simple; si l'on pose 
y=ıt, on trouve pour determiner la tangente = 0, et le premier membre 
de l’equatior devient divisible par #° seulement. 
Ainsi: 
Lorsque l’equation de la surface est de la forme 


m 


pn, Y; 3) =#, 
tous les plans asymptotes enveloppent le cöne y,„(z, y, 3) =V. 

Une generatrice quelconque @ de ce cöne rencontre la surface en 
m points coincidents a linfini. 

Si nous considerons le point / a liinfini sur la generatrice @, on constate que: 

Le plan asymptote en / coupe la surface suivant une courbe ayan! 
un rebroussement en /; la tangente de rebroussement, ou la generatrice 
G, a avec la courbe un contact du (m—2)""" ordre. 

Un plan quelconque parallele au plan asymptote coupe la surface 
suivant une courbe passant par le point J, lequel est un point simple de 
la courbe; l'asymptote, qui est a liinfini parallele a la generatrice @, a 
avec la courbe un contact du premier ordre. 

Un plan quelconque passant par la generatrice @ coupe la surface 
suivant une courbe passant par le point /, qui est un point simple: la 
tangente en ce point simple est la generatrice @, laquelle a avec la 
courbe un contact du (m—1)“"" ordre. 

Tout plan parallele ä la generatrice @ coupe la surface suivant une 
eourbe pour laquelle le point / est un point simple; la tangente est linter- 
section du plan s&ecant avec le plan asymplote, le contact est du premier ordre: 
cette droite. siluee dans le plan asymptote et parallele a la generatrice @, 
ne rencontre donc la surface qu’en deux points coincidents; et, par suite, le 


plan asymptote n’a avec la surface qu’un contact du premier ordre. 
IV®. Je terminerai par l’examen du cas ou la surface possede une 


droite double a Finfini. 
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L’equation de la surface est alors de la forme 
(45.3 (Ar+By+0z)’ p(z,y,2)+t(Ac+By+Cz)w(z,y,3)+°’p,_(2,9,2)+ =0 
Un plan quelconque passant par la droite a linfini 
D P= Ar+By+Cz=0, t=(0, 











par exemple 
Ar+by+CUz = 4, 


rencontre la surface suivant deux droites coineidant avec la droite D a lin- 
fini. car le premier membre de l’equation est divisible par f’, quel que soit 4: 
la droite D est done une droite double. 
Pour une direction asymptotique quelconque («,/,y) parallele au plan 
P. ec. a. d. telle, que l'on ait 
Aa+bp+0y = 0, 
I'equation du plan asymptote se reduit a une identite; et le eylindre asymptote 
30.) a pour equation 
p(a,P,y)[Ar + By+ Cz] +tw(a,ß,y)[Ac+By+ C2])+ ’y„_.(e,P,y) =d. 
Les conelusions enoncees au n". 28, Remarque Il, I’ sont applicables ieci: 
c. a. d. que tous les points de la droite D sont des points de re- 
broussement conique dont l'axe est a Finfini; les (m—2) points situes 
sur les droites diintersection du plan P avec le cöne (x, y,z) sont des 
points de rebroussement de la nature de ceux qui ont ete etudies au n®. 25. 
le eylindre asymptote se compose alors de deux plans dont un est a 
infini. 
On constate sans diffieulte, en prenant le plan P pour plan des zz par 
exemple, que: 
la section de la surface par le plan P se compose de deux fois la droite 
a Finfini D et d’une courbe d’ordre (m—2): 
la section de la surface par un plan quelconque parallele au plan P se 
compose de la droite D et d’une courbe d’ordre (m—1); 
la section de la surface par un plan quelconque a un point double & 
infini au point ou le plan secant rencontre la droite D, la direction 
asymptolique est lintersection du plan P avec le plan secant; et les 
deux tangentes sont les intersections du plan secant avec le cylindre 
asymptote correspondant ä cette direction asymptotique. 
Douai, 1564. 
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Ueber das Verschwinden der s-Funetionen. 
(Von Herrn B. Riemann zu Göttingen.) 


Die zweite Abtheilung meiner im 54°" Bande dieses Journals er- 
schienenen Theorie der Abelschen Functionen enthält den Beweis eines Satzes 
über das Verschwinden der #-Functionen, welchen ich sogleich wieder an- 
führen werde, indem ich dabei die in jener Abhandlung angewandten Bezeich- 
nungen als dem Leser bekannt voraussetze. Alles in der Abhandlung noch 
Folgende enthält kurze Andeutungen über die Anwendung dieses Satzes. 
welcher bei unserer Methode, die sich auf die Bestimmung der Functionen 
durch ihre Unstetigkeiten und ihr Unendlichwerden stützt, wie man leicht sieht. 
die Grundlage der Theorie der Abelschen Functionen bilden muss. Bei dem 
Salze selbst und dessen Beweise ist jedoch der Umstand nicht gehörig be- 
rücksichtigt worden, dass die *-Function durch die Substitution der Integrale 
algebraischer Functionen Einer Veränderlichen identisch, d. h. für jeden Werth 
dieser Veränderlichen, verschwinden kann. Diesem Mangel abzuhelfen ist die 
folgende kleine Abhandlung bestimmt. 

Bei der Darstellung der Untersuchungen über 9-Functionen mit einer 
unbestimmten Anzahl von Variablen macht sich das Bedürfniss einer abkür- 
zenden Bezeichnung einer Reihe, wie 

ME "Fe © 
geltend, so bald der Ausdruck von e, durch » complieirt ist. Man könnte 
dieses Zeichen ganz analog den Summen- und Productenzeichen bilden; eine 
solche Bezeichnung würde aber zu viel Raum wegnehmen und innerhalb der 
Funetionszeichen unbequem für den Druck sein; ich ziehe es daher vor 


/m 
&,, Ö .:., 0, dumch e (v,) 
1 


zu bezeichnen, also 


| e_ 
F (©. %as...,%,) durch of: ) 
1 
1. 
Wenn man in der Function #(®,. ©, ....%,) für die p Veränderlichen 
ve die p Integrale —e. m —&. .... #,—e, algebraischer wie die Fläche 
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T verzweigter Functionen von z subsliluiri. so erhält man eine Function von 
z, welche in der ganzen Fläche T ausser den Linien 5 sich stetig ändert, beim 
Uebertritt von der negaliven auf die positive Seite der Linie b, aber den 
Factor e " TH Zus, erlangt. Wie im $. 22 bewiesen worden ist, wird 
diese Funetion,. wenn sie nicht für alle Werthe von z verschwindet. nur für 
p Punkte der Fläche T unendlich klein von der ersten Ordnung. Diese Punkte 
wurden durch 77, 93» - - .„ 97, bezeichnet, und der Werth der Function «, im 
Punkte »,, durch «““). Es ergab sich dann nach den 2» Modulsystemen der 
”-Funelion die Congruenz 


i az . (u) | ‚ 5 (#4) , W P (u) , 5 
e, - €E3 y) ao. a €,) en m: G; Be K, by) 162 = -K.. „oo o. a P. | G,, 2 iu K, “ 
. l 


l 
worin die Grössen K von den bis dahin noch willkürlichen additiven Con- 
stanten in den Funetionen « abhingen, aber von den Grössen e und den 
Punkten , unabhängig waren. 


/ 


Führt man die dort angegebene Rechnung aus. so findet sich 


j m m. 1 j \ . „ r N 
(2.) 2K, = 2 — [u -+u,)du,— :,mi — SS e,Aa,,- 
4 ’ 


ui « i 

In diesem Ausdrucke ist das Integral fe a, )du,. positiv durch d,. auszu- 
dehnen. und in der Summe sind für v' alle Zahlen von 1 bis p ausser v zu 
setzen; &,= +1. je nachdem das Ende von /, auf der positiven oder negativen 
Seile von a, liegi. und &,= +1, je nachdem dasselbe auf der posiliven oder 
negativen Seite von 5, liegt. Die Bestimmung der Vorzeichen ist übrigen: 
nur nöthig. wenn die Grössen e nach den in $. 22 gegebenen Gleichungen 
aus den Unsieligkeiten von log völlig bestimmt werden sollen; die obige 
Congruenz (1.) bleibt richtig, welche Vorzeichen man wählen mag. 

Wir behalten zunächst die dort gemachte vereinfachende Voraussetzung 
bei. dass die additiven Constanten in den Funclionen «# so bestimmt werden. 
dass die Grössen KA sämmtlich gleich Null sind. Um die so gewonnenen Re- 
sultate schliesslich von dieser beschränkenden Voraussetzung zu befreien, hat 
man offenbar nur nölhig. überall in den 9-Funclionen zu den Argumenten 


K,. — RK. ..., —K, hinzuzufügen. 
Wenn also die Function In — &, %ı — Ey, »... 4,—e,) für die p Punkte 
is Yan +... 4, verschwindet und nicht identisch für jeden Werth von z ver- 


schwindet. so Ist 
(u) (u) 


! P Y 

Be / a} (u) “ 4 

e, - E)» ...o a e, J a (2 a, br) 2 Us yo. P; &, 
j 1 3 i 
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Dieser Satz gilt für ganz beliebige Werthe der Grössen e, und wir 
haben hieraus, indem wir den Punkt (s,z) mit dem Punkte 7, zusammenfallen 


liessen, geschlossen, dass 


vy—l pl p—l 
y 1) — ( v UN 
HEN Zr. .. 2) = 0 
1 Me Zu 
oder da die 9-Function gerade ist, 
y—1l y—l pl 
A AR > e) —(, 
f me: mn 
welches auch die Punkte 71. 72. -. .. ?7,_, seien. 


2. 

Der Beweis dieses Satzes bedarf jedoch einer Vervollständieung weeen 
des Umstandes, dass die Function I(ı,— €, %—6;, .... 4,—e,) identisch ver- 
schwinden kann (was in der That bei jedem System von gleich verzweigten 
algebraischen Functionen für gewisse Werlhe der Grössen e eintritt.) 

Wegen dieses Umstandes muss man sich begnügen, zunächst zu zeigen. 
dass der Satz richtig bleibt, während die Punkte 7 unabhängig von einander 
innerhalb endlicher Grenzen ihre Lage ändern. Hieraus folgt dann die all- 
gemeine Richtigkeit des Satzes nach dem Prineipe, dass eine Function einer 
complexen Grösse nicht innerhalb eines endlichen Gebiets gleich Null sein 
kann, ohne überall gleich Null zu sein. 

Wenn z gegeben ist, so können die Grössen e,, &. .... e, immer so 
gewählt werden, dass I (u, —e,.%— 6, ....%,— e,) nicht verschwindet; denn 
sonst müsste die Function 9(®,,®,...,0,) für jedwede Werthe der Grössen 
ve verschwinden, und folglich müssten in ihrer Entwicklung nach ganzen Po- 
ienzen von ei, er, .... 
nicht der Fall ist. Die Grössen e können sich dann von einander unab- 


hängig innerhalb endlicher Grössengebiete ändern, ohne dass die Function 
E32... 4,—e,) für diesen Werth von z verschwindet. Oder mit 


2. : 5 ‚ . ’ 
e” ” sämmtliche Coeflicienten gleich Null sein, was 


Im — er: m — 
anderen Worten: man kann immer ein Grössengebiet E von 2» Dimensionen 
angeben, innerhalb dessen sich das System der Grössen e bewegen kann, ohne 
dass die Function (u, —e&, %— &» ...,%,— €,) für diesen Werth von 3 ver- 
schwindet. Sie wird also nur für p Lagen von (s,3) unendlich klein von der 
ersten Ordnung, und bezeichnet man diese Punkte durch 71, 7» .. ., 7,, SO ist 


/ \ AR (u) P (u) B (u)\ 
(1.) (e&. Coaa sc.“ e,) —— o 0, 0 ee J» 


21* 
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Jeder Bestimmungsweise des Systems der Grössen e innerhalb E oder jedem 
Punkte von E entspricht dann eine Bestimmungsweise der Punkte 7, deren 
Gesammtheit ein dem Grössengebiete E entsprechendes Grössengebiet # bildet. 
In Folge der Gleichung (1.) entspricht jedem Punkte von H aber auch nur 
ein Punkt von E: hätte also H nur 2» —1, oder weniger Dimensionen, so 
würde E nicht 2p Dimensionen haben können. Es hat folglich /7 2» Dimen- 
sionen. Die Schlüsse. auf welche sich unser Salz stützt, bleiben daher an- 
wendbar für beliebige Lagen der Punkte 7 innerhalb endlicher Gebiete, und 


die Gleichung 


2 (u) ey (u) Er (u) 
3(—2 Ü, . — (Oo . ...|. u 0, \ — ( 
l l 1 i 
gilt für beliebige Lagen der Punkte 7. 72... ., 7,_, innerhalb endlicher Ge- 


biete und folglich allgemein. 


3. 
Hieraus folgt, dass sich das Grössensvstem (e,, &,.... €,) immer und 
m —_ oe . x F E, (u) \ 
nur auf eine Weise congruent einem Ausdrucke von der Form (3 ur} 
- Be j 


P 

setzen lässt. wenn (7 -)) nicht für jeden Werth von z verschwindet: 
l 

denn liessen sich die Punkte 71, 72. .... 7, auf mehr als eine Weise so be- 


stimmen, dass der Congruenz 


p | Wr: 2 
(u) = (6) 


genügt wäre, so würde nach dem eben bewiesenen Satze die Function 


P | en j . \ \ 

»( u,—e, ) für mehr als p Punkte verschwinden. ohne identisch gleich 
1 . 

Null zu sein, was unmöglich ist. 


p p 
Wenn 9 (3. —e,) |} identisch verschwindet, muss man, um (v/e,) 
1 1 


p 


N . ’ R : - A (1) \ 
in die obige Form zu setzen, (3m +0, —u — e) betrachten. und wenn 
1 


diese 


) 2 2 
“ 2 R A I x (4) y' (4) 
Funetion Il v\u, +20, —ZSu, —e,))]:- 
l 


| l 


Function identisch für jeden Werth von z, &,. z, verschwindet, die 
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Wir nehmen an, dass 


| 
P m 2 m—1 
 (p+r?2—u) y (p—-u) 
| I ( v\ So, - Su —e, ) 
I l I d 


1 
(1.) {identisch verschwindet. 
.d ım- u m . \ 
(3 cr) EITCEUn Su,’ BE m‘ 
> / 


aber nicht identisch verschwindet. 
Diese letztere Function verschwindet dann, als Function von Z,,, betrachtet. 


für &,_1s 25 +5 &_m, ausserdem also noch für y— m Punkte, und bezeichnet 


man diese mit 71, My -.., Np-m; SO ist 


) N \\ 
! & iu) „, y' (u ') \ 
Fi u u Ti ' 0, )) 
1 pm 1 # 


und diese Punkte 7,, 2% --., 7,_m Können nur auf eine Weise so bestimm! 
werden. dass diese Congruenz erfüllt wird, weil sonst die Function für mehı 


als p Punkte verschwinden würde. Dieselbe Function verschwindet, als 


Function von z,_, betrachtet, ausser für 7,,1> %7ys - - -» Yp—m+ı Noch für p—-m-— | 
Punkte, und bezeichnet man diese durch &. &s ..., &,_m-ı, SO ist 

p p9—? (u) p p—ım 1 (w 

v(- 2w, a = |Ivl 2 u ) h 

4 p—m 1 l 


und die Punkte &,. &» .... &,_„_, Sind durch diese CGongruenz völlig bestimmt. 


Unter der gemachten Voraussetzung (1.)können also, um den Congruenzen 


P ; x F „u " 
(2.) (?e )= He / 
1 
P P Dr \ 
/% / zn v (u 
(3.) (ve, — v > U, ') 
| I .z 
(0 


zu genügen, m von den Punkten 7 und m—1 von den Punkten & beliebig ge 
wählt werden, dadurch aber sind die übrigen bestimmt. Offenbar gelten diese 
Sätze auch umgekehrt, d. h. die Function verschwindet, wenn eine dieser 
Bedingungen erfüllt ist. Wenn also die Congruenz (2.) auf mehr als eine 


so ist auch die Congruenz (3.) lösbar, und wenn von den 
können 


und 


Weise lösbar ist, 
Punkten 7, m aber nicht mehr beliebig gewählt werden können, 
von den Punkten e, m—1 beliebig gewählt werden und dadurch sind die 


übrigen bestimmt, und umgekehrt. 
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Auf ganz ähnlichem Wege ergiebt sich, dass, wenn 


pP 
I v (r,) re (Ü) 
1 


pP pP 
(4) (2) = = ( 20), 
1 | 
p P yr-ı 
(5.) (?-)) == (+24) 
N | 


immer lösbar sind; und zwar können sowohl von den Punkten „, als von den 


ist. die Congruenzen 


Punkten &, m beliebig gewählt werden, und es sind dadurch die übrigen y—1I- 


p m m 
N > ( ) 
ze zu Fa, +r,)) 
„P_ s > w 


aber nicht identisch gleich Null ist, wobei der Fall m = O nicht ausgeschlossen 


bestimmt. wenn 


identisch gleich Null 


ist. Dieser Satz lässt sich auch umkehren. Wenn also von den Punkten >», 
m und nicht mehr beliebig gewählt werden können, so ist die Voraussetzung 
desselben erfüllt; und es können folglich auch von den Punkten &. m und nich! 


mehr beliebig gewählt werden. 


4. 
| Bezeichnen wir die Derivirte von 
| i ( (01. Oda .... v,) 


Enaa v, mit 4,, die zweite Derivirte nach v, und o, mit 9, „u. s. f.. 


P 
so sind. wenn lea ) identisch für jeden Werth von z, und 
1 


) 


BLn ‚(! 
verschwindet. sämmtliche Functionen 4 ( ")) gleich Null. In der That geht 
> 


pP 
(ru +) = 0, 


die Gleichung 











- 
€ 


Riemann, über das Verschwinden der #- Functionen. 16 


wenn s, und z, unendlich wenig von‘o, und £, verschieden sind. über in 


fr (1) 
S9,\v(r,) Jda, =V. 
“ 


die Gleichung 


Nehmen wir an. dass 











sej. so verwandelt sich diese Gleichung nach Weglassung des Factors ———— in 


i 


BB. 2: en 
2,, ( ")) Pu (9, u) Cu) = 0 . 


und da zwischen den Functionen g keine lineare Gleichung mit constanten 
Goeffieienten stattfindet, so folgt hieraus, dass sämmtliche erste Derivirten von 
p 
(01, %,...,d,) für v(o,=r,) verschwinden müssen. 
1 
Um den umosekehrten Satz zu beweisen. nehmen wir an. dass 
p Pr | En 
v(e,=r,) und v(e,=#,) zwei Werthsysteme seien, für welche die Function 
[ 1 
P pP 


5 verschwindet. ohne für v (vo, = u" —a”-+r,) und v (v, = ua” —e)+t,) iden- 


1 


isch zu verschwinden. und bilden den Ausdruck 


f / l l , l 1 
" ( (uw —a,'+r,) )I| ve, — u, -+r,) 
| / 


; 1 

p | pP 
F\v (w u +t,) ]9 (ca — u, -+t,) 

N 1 


Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von z,, so ergiebt sich. dass 
er eine algebraische Function von z, und zwar eine rationale Function von s;, 
und z, ist. da Nenner und Zähler in T” stetig sind und an den Querschnitten die- 
selben Factoren erlangen. Für z,={, und s, = 0, werden Nenner und Zähler 
unendlich klein von der zweiten Ordnung, so dass die Function endlich bleibt: 
die übrigen Werthe aber, für welche Nenner oder Zähler verschwinden, sind. 
wie oben bewiesen, durch die Werthe der Grössen r und der Grössen ? völlig 
bestimmt, also von {, ganz unabhängig. Da nun eine algebraische Function 
durch die Werthe, für welche sie Null und unendlich wird. bis auf einen 
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constanten Factor bestimmt ist, so ist der Ausdruck gleich einer rationalen 


I 





von £, unabhängigen Function von s, und 2,, %(s,,3,), multiplieirt in eine 
Constante. d. h. eine von z, unabhängige Grösse. Da der Ausdruck symme- 





trisch in Bezug auf die Grössensysteme (s,,3,) und (0,, {,) ist, so ist diese Con- 
stante gleich 2(0,. &,), multiplieirt in eine auch von {, unabhängige Grösse A 
Setzt man nun yA.2(s,3) =0(s,3), so erhält man für unsern Ausdruck (2 
den Werth 

(3.) E ($1, 21) (91, Sı) 
wo o/s.z) eine rationale Function von s und z ist. 


N 


Um diese zu bestimmen, hat man nur nölhig {, = z, und 9, =s, werde: 


| p u 
vo! a Yu 
29 \v(r,) du, | 
u 1 


(0 (Sı» 3,)) —— 72 
p 
20.(24) Ja | 


zu lassen: es ereiebt sich dann 





dA 





u 1 
. . dz, 
oder nach Ausziehung der Quadratwurzel und Weghebung des Factors EITZRRN 
beiheh ve e 
os, 


pP 
 Q’ Pe N z m \ 
> F v(r,) )P, (8,2, ) 
u 1 : 


0 \51» 21, he r 
* o, (: (t,) )r u ($, „® ) 
it ’ 


Man hat daher aus (3.) und (4.) die Gleichung 


P 1 P \ 
f (1) ( a r I I q \ | 
F|v (U, — 0, + r,) F| v (@, —_ u, + N, ) 


' p p 
(1) (1) (1) (dl) ı 
| 3 (7 — 1, +)o( (a, —u, + ») 
| 4 


k 


‚{[P ‚fPF 
x ( 2) Puls,2) ZU ( 0) Pu(6,,5 
u 1 1 


4 


/p Beer | 
54, ( “)%. ($, ) z, ) R: G ( (t,) ) Fu (6, , 


) 
Aus dieser Gleichung folgt. dass (ee +r.)) für jeden Wertli 
| 





m 





us 
Kl 





IN 
ur 
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von z, und £, gleich Null sein muss, wenn die ersten Derivirten der Function 
p 

I(C15 ©» ...,%,) für v(e,=r,) sämmtlich verschwinden. 
1 


Wenn 
pP m m 
(1.) 3 v(3 a u) +r, ) 
1 l 


m m 


Be 2 


identisch. d. h. für jedwede Werthe von u(o,,{,) und u(s,,z,). vVer- 
1 g.. 


schwindet, so findet man auf dem oben angegebenen Wege zunächst, indem 


man (,=2,„. 0,=s, Werden lässt, dass die ersten Derivirten der Function 
p m—1 m—I1 
F (01, © -..,©,) für v(v, — = ar) — Fu) 4 r,) sämmtlich verschwinden, dann. 


1 
indem man L, , — 3,_1. On mM aa klein werden lässt. dass für 
p - m—? m—? 
v(v, = == -. a _ Su) + r,) auch die zweiten Derivirten sämmtlich ver- 
Ey 
schwinden; und offenbar ergiebt sich allgemein, dass die Derivirten »"" Ord- 
) m—n m n 
nung sämmtlich verschwinden für v(v, = Se) — Zul - Hr,)» welche Werthe 
| 1 rg 
auch die Grössen z und die Grössen © haben mögen. 


Es folgt hieraus, dass unter der gegenwärtigen Voraussetzung I.) für 


pP | | 
v(e,—=r,) die ersten bis m'“" Derivirten der Function 9 (®,, ©, ...,©,) sämmtlich 
1 
oleich Null sind. 

Um zu zeigen, dass dieser Satz auch umgekehrt gilt, beweisen wir 


m—l1 m—1 


zunächst, dass wenn ft v(& ale) _ < u)’ +r, )) identisch verschwindet und die 


) 


I m m 
Grössen so(vi)) sämmtlich gleich Null sind, auch ( (3 al) — 2 ur, .)) 


1 
identisch verschwinden muss und verallgemeinern zu diesem Zwecke die 


Gleichung ($. 4, (5.)). 
pP ,m-ı m—1 
Wir nehmen an, dass »(%(3 um— 4.) identisch verschwinde, 
1 1} 





P,n m 
I ( (Zum — +.) aber nicht identisch verschwinde, behalten in Bezug 
1 
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auf die Grössen ? die frühere Voraussetzung bei und betrachten den Ausdruck 


ar ın ( ) \ p m ( _ m ( p P 
u ED) . u ö € & u u) - « 8 Doz (BR ‘ 
v( > u; — Neo, - ”) N, v( Fa‘ Su, + Lr,) HIV \ vw, — u, +1) JO | v(la; — « 
i | l l T # 004 j 1 


1 





u fi p reg 
(A) u (% us — a +1, ) J (va — u, +1, ) 
| 


In diesem Ausdrucke sind unter den Produetzeichen sowohl für o, als für o' 
sämmtliche Werthe von 1 bis m zu setzen. im Zähler aber die Fälle. wo 
o—=0o würde, wegzulassen. 

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von z,. so ergiebt sich. 
dass er an den Querschnitten den Factor 1 erlangt und folglich eine alge- 
braische Function von z, is. Für 3, = « und s, = 0, werden Nenner und 
Zähler unendlich klein von der zweiten Ordnung, der Bruch bleibt also end- 
lich: die übrigen Werthe aber, für welche Zähler und Nenner verschwinden. 


in 
sind durch die Grössen K ($,.2,),. die Grössen r und die Grössen f, wie oben 


(8.3) bewiesen, völlig alas, und folglich von den Grössen { ganz un- 
abhängig. Da der Ausdruck nun eine symmetrische Function von den Grössen 
s ist, so gilt dasselbe für jedes beliebige z,: er ist eine algebraische Function 
von z,. und die Werthe dieser Grösse, für welche er unendlich gross oder 
unendlich klein wird, sind von den Grössen { unabhängig. Er ist daher gleich 
einer von den Grössen © unabhängigen algebraischen Function der Grössen 
3. 2 21-3» ...,„3,), multiplieirt in einen von den Grössen z unabhängigen 
Faclor. Da er aber ungeändert bleibt. wenn man die Grössen z mit den 
Grössen [ vertauscht, so ist dieser Factor gleich (U, &, .... £,), multiplieirt 
mit einer von den Grössen z und den Grössen { Me Conslanten A: 
und wir können daher, wenn wir YA. (21322>::- s.),=Ul8,8,...,3,) Bolzen, 
unserm Ausdrucke (2.) die Form 

BE en) Wlan 
seben. wo (21. ...,2,„) eine algebraische von den Grössen © unabhängige 
Function der Grössen z ist, welche in Folge ihrer Verzweigungsarl sich rational 


21 
in /s,. z,) ausdrücken lassen muss. Lässt man nun die Punkte 7 mit den 


1 
Punkten e zusammenfallen, so dass die Grössen (,— z, und die Grössen 0,—s, 
sämmtlich unendlich klein werden, so ergiebt sich, wenn man die Derivirten 








| 
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von #01, % 5, ...,©,) wie oben ($. 4, (1.)) bezeichnet, 








Dpım (m) pP () (2) 
v m (r \ » mn) 
| (3 Fi. ‘ (P,) du, du, en du, 
4) Yan. .)=t wen 
u=mv=p | p 
I N %,\ o(t,) Jdusf 
u—ly=i Al 
wo die Summationen im Zähler sich auf v,. »%, .... v„ beziehen. Es ist 


kaum nölhig zu bemerken, dass die Wahl des Vorzeichens gleichgültig ist. 
da sie auf den Werth von w(21, 22, ...,3n) W(Cı» Cs ...,C,) keinen Einfluss 
hat, und dass statt der Grössen du‘, du, .... dur auch, im Zähler und 
Nenner gleichzeitig, die ihnen proportionalen Grössen g, (845384)5 Pau 34) «+ -: 
f,($4» 2.) eingeführt werden können. 
Aus der in (2.), (3.) und (4.) enthaltenen Gleichung. welche für den 
Fall bewiesen ist, dass 
pP m—1 m—1 
[4 
I|v Zum a +r,) 
f 1 1 
gleich Null und 
P/»” m 
P ) 
3 : zu La, +r,) 


von Null verschieden ist, folgt, dass 


pP m m 
of: Zu®—_Eo@+r,) 
1 1 il 


) 
nicht von Null verschieden sein kann, wenn die Functionen Ze r)) sämmt- 
1 


lich gleich Null sind. 
) 


Wenn also die Functionen Ze ")) sämmtlich gleich Null sind. 
1 


so folgt aus der Gültigkeit der Gleichung 


p n n 
of Zu®_Zo®4r,)) = 0 
1 i 


1 
für a=m ihre Gültigkeit für „=m-+1. Gilt daher die Gleichung für » = UV 
p ’ or Ä 
oder ist »()=0 und verschwinden die ersten bis m‘ Derivirten der 
1 


p p h r 
( e)) für » (e,=r,) sämmtlich, die (m-+1)' aber nicht sämmtlich. 


22 * 


Function 9 
| 
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so gilt die Gleichung auch für alle grösseren Werthe von » bis n=m, aber 


P m +1 m+1 
nicht für a=m-+1: denn aus 4 ( ul) — Za@w+r,) — () würde, wie wir 
1 1 1 


p 
vorher schon gefunden hatten, folgen, dass die Grössen ve (3 (r,) ) sämmtlich 
1 
verschwinden müssten. 
6. 
Fassen wir das eben Bewiesene mit dem Früheren zusammen, so er- 
halten wir folgendes Resultat: 
Ist rs 25 ....7,)=0, so lassen sich (»p—1) Punkte 71. "a, > M,—ı 


so bestimmen. dass 


p—1 p—1 pl 
ie (2 Er... Fa); 


l 
und umgekehrt. 

Wenn ausser der Function 9(v,. ®....,e,) auch ihre ersten bis m“ 
Derivirten für a, =r,, % =r3, ..., %,=r, sämmtlich gleich Null, die (m-+1)'“ 
aber nicht sämmtlich gleich Null sind, so können m von diesen Punkten », 
ohne dass die Grössen r sich ändern. beliebig gewählt werden und dadurch 
sind die übrigen py—1—m völlig bestimmt. 

Und umgekehrt: 

Wenn m und nicht mehr von den Punkten „, ohne dass sich die 
Grössen r ändern, beliebig gewählt werden können, so sind ausser der Function 


9%,» %,...,0,) auch ihre ersten bis m” Derivirten fra, =r, u =n. 
» —r, sämmtlich gleich Null, die (m-+1)"" aber nicht sämmtlich gleich Null. 


Die voliständige Untersuchung aller besonderen Fälle. welche bei dem 
\erschwinden einer 4-Funetion eintreten können, war weniger nölhig wegen 
der besondern Systeme von gleichverzweigten algebraischen Functionen, für 
welche diese Fälle eintreten, als vielmehr desshalb, weil ohne diese Unter- 
suchung Lücken in dem Beweise der Sätze entstehen würden, welche auf 
unsern Satz über das Verschwinden einer #-Function gegründet werden. 


Göttingen, im October 1869. 
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Regel zur Bestimmung des Inhalts der 
Sternpolygone. 


(Bruchstück aus den hinterlassenen Papieren von C©. @. J. Jacobi, 
mitgetheilt durch Herrn ©. Hermes.) 


W em die Seiten eines Vielecks sich schneiden, in welchem Falle 
ein sogenanntes Sternpolygon entsteht, so hat man nicht mehr einen einzigen 
von einem Contoure umschlossenen Raum, sondern mehrere geschlossene Räume. 
die entweder durch eine semeinschaftliche Ecke oder durch eine gemein- 
schaftliche Seite mit einander zusammenhängen. Die gewöhnlichen Entwick- 
lungen über den Inhalt ebener Figuren hören für solche Vielecke auf ihre 
Gültigkeit zu haben. Man kann aber gleichwohl fragen. welches die geome- 


irische Bedeutung des algebraischen Ausdruckes 
UN NR —YyLt tm yı — Yu 


für solche Sternpolygone sei, und der Gleichmässigkeit wegen die diesem Aus- 
drucke gleiche geometrische Grösse den Inhalt des Sternpolygons nennen 
Dieser Inhalt ist keineswegs der Summe der einzelnen durch das Polvoon 
vebildeten Räume gleich. Denn man wird bei näherer Betrachtung finden. 
dass von diesen Räumen einige einfach, andere doppelt oder mehrfach, einig: 
mit dem positiven, andere mit dem negativen Zeichen zu nehmen sind. Die 
Entscheidung hierüber ist bei einer etwas complieirten Sternfigur ziemlich be 
schwerlich. Ich will daher eine Regel angeben, nach welcher der Inhalt 
des Sternpolygons so leicht, wie es möglich scheint, jedesmal gefunden werden 
kann. wobei ich jedoch voraussetze, dass niemals durch einen Punk! mehı 
als zwei Seiten gehen. 

Man bezeichne alle durch die Durchschnittspunkte der Seiten sowohl 
an den Ecken als auf den Seiten selbst gebildeten Punkte mit Zahlen in deı 
Ordnung, wie sie im Sinne des Umfanges auf einander folgen, indem man 
von 1 anfängt. Es wird auf diese Weise jeder Punkt, welcher der Durch- 
schnitt zweier nicht auf einander folgenden Seiten oder kein Eckpunkt ist. 
mit zwei verschiedenen Zahlen bezeichnet, da man, wenn man im Sinne des 
Umfanges herumgeht, durch solchen Punkt zweimal, durch jede Ecke einmal 


kommt. Von einer beliebigen Zahl an bilde man eine Reihe Zahlen, indem 


| . 
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man auf jede diejenige folgen lässt, welche sich bei demselben Punkte be- 
iindet. bei welchem die nächst grössere Zahl steht, oder die nächst grössere 
Zahl selbst. wenn sie allein steht. Dieses thue man so lange, bis man wieder 
auf die Zahl kommt, von welcher man ausgegangen ist. wobei man auf die 
grösste der die Punkte bezeichnenden Zahlen wieder 1 folgen lassen muss. 
Man kann leicht einsehen. dass man nie bei diesem Verfahren auf dieselbe 


ahl zweimal kommt. Durch die angegebene Regel ist nämlich für jede oe- 


N 


sebene Zahl der Reihe auch die unmittelbar vorhergehende bestimmt, da sie 
die nächst kleinere sein muss, als die bei demselben Punkte mit der gegebenen 
befindliche Zahl. oder als die gegebene selbst, wenn diese allein steht. Wären 
daher die m" und (m-+m')' Zahl dieselben, so müssten auch dieselben Zahlen 


ihnen vorhergehen und also die (m’+1)" mit der ersten übereinkommen, was 


segen die Voraussetzung ist, da man die Reihe abzubrechen hat. sowie man 


Yu 7 ku 


wieder auf die ersie zurückkommt. Schwieriger ist es allgemein zu zeigen. 
dass in der auf die angegebene Weise gebildeten Zahlenreihe niemals zwei 


demselben Punkte zugehörige Zahlen vorkommen können. — 


Erläuterung des vorstehenden Jacobischen Bruchstücks. 
(Von Herrn O. Hermes.) 


Um die zuletzt angedeutete Eigenschaft der zu bildenden Zahlenreihen dar- 
zuthun, empfiehlt es sich, die von Jacobi angegebene Bezeichnung der auf einander 
folgenden Eckpunkte und Schnittpunkte der Seiten des Sternpolygons für diesen 

3jeweis dahin abzuändern, dass man jeden Eckpunkt, durch welchen man beim Verfolgen 

des Umfanges hindurchgeht, statt mit einer einzigen, nunmehr mit zwei unmittelbar aut 
einander folgenden Zahlen der Zahlenreihe, und denjenigen Eckpunkt, von welchem man 
ausgegangen ist, mit der ersten und letzten Zahl bezeichnet, so dass sich schliesslich 
an jedem Eckpunkte, sowie an jedem Schnittpunkte der Seiten der Figur zwei Zahlen 
befinden, welche Zahlen conjugirte heissen mögen. Alsdann ist von je zwei conjugirten 
Zahlen stets die eine gerade, die andere ungerade. 

Für die Eckpunkte ist diese Behauptung einleuchtend, denn an jedem derselben 
stehen zwei auf einander folgende Zahlen, mit Ausnahme desjenigen, von welchem 
aus der Umfang durchlaufen worden ist, an diesem aber stehen 1 und die letzte aller er- 
haltenen Zahlen; und dass diese eine gerade sein muss, folgt daraus, dass bei der gegen- 
wärtigen Bezeichnung jeder Punkt, sei er Eck- oder Schnittpunkt, zwei Zahlen giebt. 

Um die Behauptung auch für die Schnittpunkte zu beweisen, denke man sich, 
dass der den Umfang des Sternpolygons durchlaufende Punkt von dem Eckpunkt | 
anfangend durch einen bestimmten Schnittpunkt P bei g zum ersten Male, bei ! zum 
zweiten Male hindurchgehe und bei 2r auf den Eckpunkt 1 zurückkomme. Dann 
kann man das gegebene Sternpolygon in zwei zerlegen, in das Polygon A, welches 
den Umlauf von g bis ! umfasst und das Polygon B, welches den Umlauf von / bis 
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2r und den sich daran anschliessenden von 1 bis g umfasst. Die zum Sternpolygzon 
A gehörenden Zahlen von g bis ! rühren her u 

1) von den Eckpunkten des Polygons A, 

2) von den Punkten in welchen das Polygon A sich selbst durchschneidet, 

3) von den Punkten (P ausgenommen), in welchen die Polygone A, B sich 

gegenseitig durchschneiden. 

Jeder Punkt der ersten und zweiten Oategorie giebt zwei Zahlen, jeder deı 
dritten Uategorie nur eine Zahl von den zwischen g und ! liegenden. Aber die Au- 
zahl der Punkte der dritten Uategorie ist selbst gerade nach dem allgemeinen Grund 
satz, dass je zwei geschlossene Curven sich in einer geraden Anzahl von Punkten 
schneiden, tolglich legt zwischen g und ! eine gerade Anzahl von Zahlen, d.h. von 
den beiden zum Schnittpunkt P gelörenden conjugirten Zahlen g, ! ist die eine gerade 
die andere ungerade, w. z. b. w. 

Da nun in den zu bildenden Zahlenreihen auf jede Zahl die der nächst höheren 
conjugirte Zahl folgt, so besteht jede Reihe aus lauter Zahlen, welche mit der Aus 
sangszahl gleichzeitig gerade oder ungerade sind, und es können daher in einer Zahlen- 
reihe zwei conjugirte Zahlen, von denen, wie bewiesen worden, die eine gerade, die 
andere ungerade ist, nicht gleichzeitig vorkommen. 

Ferner ist zu bemerken, dass man fortdauernd neue geschlossene Zahlenreihen 
bilden kann, bis jede der die Eckpunkte oder Schnittpunkte der Seiten bezeichnenden 
Zahlen in einer dieser Reihen, und zwar wie gezeigt worden ist, einmal vorkommt. Nur 
die kleineren der conjugirten Zahlen an den Eckpunkten sind bei der Doppelnumerirung 
dieser Punkte in den Zahlenreihen nicht enthalten. Dieser Ausnahmetall tritt jedoch 
bei Anwendung der Jacobischen Bezeichnung, welche für das Folgende wieder voraus 
gesetzt wird, nicht ein. 

Nimmt man jetzt an, dass die Zahlen einer jeden keihe die Eckpunkte 
einer geradlinigen Figur bedeuten, deren Umfang in demselben Sinne genommen 
werden soll, als in welchem die Zahlen der Reihe auf einander folgen, so werden durel 
die einzelnen Zahlenreihen ebensoviele geschlossene Figuren dargestellt, und zwar weil 
in den Reihen conjugirte Zahlen nicht vorkommen, Figuren, deren Umfänge nicht 
emen und denselben Punkt zweimal berühren, d.h. deren Seiten sich nicht dureh- 
schneiden, also Figuren, welche im Gegensatz zu den Sternpolygonen als Thheilvieleck: 

J 


im engeren Sinne zu bezeichnen sind. Jede Seite dieser Vielecke ist in demselhen 


Sinne durchlaufen, als die entsprechende Seite, oder das entsprechende Stück einer 
Seite des Sternpolygons, weil man bei der Bildung der Zahlenreihen von jeder Zahl 
zu der conjugirten der nächst höheren, also im Sinne des ursprünglichen Umtanges 
des Sternpolygons fortgeschritten ist, und umgekehrt wird jede Seite oder jedes Stück 
einer Seite des Sternpolygons durch eine Seite eines Theilvielecks, und zwar weil 
keine Zahl doppelt vorkommen kann, nur durch eine einzige Seite eines Theilvieleck: 
dargestellt. Mit anderen Worten, die Theilvielecke haben nur Eckpunkte, niemal: 
eine oder mehrere Seiten gemeinschaftlich und erfüllen die Ebene des Sternpolygons 
in der Weise, dass jede Seite oder jedes Stück einer Seite desselben durch eine Seite 
eines, aber auch nur eines einzigen Theilvielecks bedeckt wird. 

Dies vorausgesetzt lässt sich nunmehr zeigen, dass der von Jacobi sogenannt: 
Inhalt des Sternpolygons gleich ist der Summe aller durch die Zahlenreihen dargestellten 
Theilvielecke. 

Der Ausdruck nämlich 2,9,,,—Yx%,1> WO 2 Y, und 2,1» Y4,;, die recht 
winkligen Coordinaten zweier beliebiger Punkte p, und p,,, der Ebene sind, bedeutet 
den doppelten Flächeninhalt desjenigen Dreiecks, welches durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten O und die Punkte p, und p,., als Eckpunkte bestimnit wird, und 
zwar für dieselbe Drehrichtung der geraden Linie Op, in Op,,,, als durch welche 
die z-Axe in die Lage der y-Axe gebracht wird, so dass wenn man von Op, nach 
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Op,., durch die entgegengesetzte Drehrichtung gelangt, der Ausdruck den negativen 
doppelten Flächeninhalt des Dreieckes OP Pyzı bedeutet. Wenn man nun beliebig 
viele neue Punkte pP, Pi> Pi > »-- ee mit den zugehörigen Coordinaten &,y,, xy‘, 
gi x’ y") jn der angegebenen Reihenfolge auf der Verbindungsgeraden 
P,P,;, WM der Richtung von p, zu p,,, zwischen diesen Punkten einschaltet, so kann 
man das Dreieck Op,p,., durch die Summe der Dreiecke Op,P,> OP,P,> OP,P; ; 


Op p, VENEN, und IRRE den Ausdruck z,y,,,—Y,%,.,, durch die Summe deı 
h K Su JH 


+1 +1 
Zu (:) + 1) (.. . > . ° . A 
Ausdrücke x, yir I yir ‚ wo für © der Reihe nach die Indices O0, 1, 2, ... m 
+ +D 
zu setzen id der Me 0 weggelassen wird und statt "al ' und yu-’ ) die Coor- 
dinaten &,,, und y,,, eintreten. 
Es ıst also 
. dla) a Eu DR e> De: De AR / ee m (m), 
CYrı Ylırı TOMTE HF FE N U Yarı 
und der Ausdruck für den doppelten Inhalt des Sternpolygons wird 
wo Bi iu _ pp, ,@+D__,©® „@+D 
25 u (A k Yı- l Y; Dur1) a (T, Y, Zi; Y; T, ); 
i Re ‘ 2 > - De ee ie bb “4 } ale In 4 P% 
wo die Summation ın Beziehung auf k über alle Eckpunkte p, (oder p,,,); Pa» Pa ++: P 
des Sternpolygons und die Summation in Beziehung auf i über alle auf den einzelnen 
ER. . R. 7 z ME % “u , Be PR N ! z) (m) 
Seiten p,p,., hegenden Eck- und Schnittpunkte p, (oder p), Pis Pi» --- Pi > Pı., 
r ın- 1) . A ” N Mr a 
oder p, ) in der angegebenen Reihenfolge EEE ist. In dieser Doppel. 
or . RR (@) (+1) „6+0 »  .% . 
summe lassen sich die Ausdrücke 2, Yı —y © : 'in beliebiger Reihenfolge und 
beliebig gruppenweis vertheilt summiren, und N kann man den Ausdruck für 


2S lt Me als die Summe ar vieler, w beiiebiger Reihenfolge gruppirter neue: 
Partialsummen von Ausdrücken 2. yı "D_y0 x", sobald man sich vergewissert, dass 
in denselben zuletzt keiner en Ausdrücke, welche Werthe auch die Indices ? und 
k haben mögen, fehlt und jeder im Sinne des Umfanges des ganzen Polygons in 
Rechnung gebracht ist. 

Eine solche andere Darstellung von 2S wird durch die oben aus dem Stern- 
‚olygone ansgesonderten rg vermittelt, wenn man an deren Stelle diejenigen 


EI er m +) ) 
Partialsummen von Ausdrücken 2)” y, _yN 2 > setzt, welche den im Sinne de: 
Umfanges auf einander folgenden Eckpunk ten jener The ülchilerden entsprechen; denn 


wenn man die Vıielecke sämmtlich in Rechnung zieht, so wird, wie gezeigt worden, 
jedes Stück des Umfanges des Polygons, und zwar in dem richtigen Sinne und nur 
einmal, berücksichtigt. Jede dieser Partialsummen aber stellt, weil die zugehörigen 
Vielecke Polygone im engeren Sinne sind, den Flächeninhalt eines solchen Theilvielecks 
dar, und zwar dem Sinne des Umfanges des Sternpolygons entsprechend: darum kann 
das Sternpolygon selbst als die Summe aller dieser Theilvielecke angesehen werden. — 























Ausdehnung der Jacobischen Regel zur Bestimmung 
des Inhalts der Sternpolygone für den Fall 


vielfacher Punkte. 
(Von Herrn ©. Hermes.) 


Der in der Jacobischen Untersuchung ausgeschlossene Fall. in wel- 
chem von den Seiten des Sternpolygons mehr als zwei durch denselben Punk! 
sehen, lässt sich auf den eben erledigten Fall dadurch zurückführen, dass man 
bei der Bezeichnung der Eckpunkte und Schnittpunkte der Seiten des Stern- 
polygons im Sinne des Umfanges jeden solchen Punkt auf jeder Seite mil 
soviel auf einander folgenden Zahlen bezeichnet. als in dem beirellenden 
Punkte Schnittpunkte mit den übrigen Seiten vereinigt gedacht werden können. 
so dass also wenn ein Punkt der Schnittpunkt von % Seiten ist, auf jede der- 
selben, so wie man sie im Sinne des Umfanges durchläuft, an diesem Punkte 
(k—1) auf einander folgende Zahlen zu setzen sind, ein solcher Punkt darum 
im Ganzen mit k(k—1) Zahlen bezeichnet wird. und wenn sich in einem 
Punkte A Eckpunkte vereinigen und ausserdem % Seiten durchschneiden. so 
ist derselbe mit (2A-+Ak)(2h+k—1) Zahlen zu bezeichnen, weil in einem sol- 
chen Punkte (2h+-k) Seiten zusammentreffen. Demgemäss wird von jetzt ab 
wieder jeder einzelne Eckpunkt mit zwei auf eimander folgenden Zahlen 
bezeichnet. 

Nur diejenigen Sternpolygone, von welchen nicht mehr als zwei Seiten 
durch denselben Punkt gehen, und welche zur Unterscheidung von den übrigen 
Sternpolygone im engeren Sinne heissen mögen. sind in der Richtung ihres 
Umfanges durchweg bestimmt, sobald der Sinn der Richtung einer Seite fest 
angenommen ist. Die allgemeineren Sternpolygone dagegen enthalten solange 
eine Unbestimmtheit, als nicht genau angegeben ist, auf welchem Wege der 
Umfang derselben zu durchlaufen ist, weil jeder Schnittpunkt der Seiten der- 
selben als ein Vereinigungspunkt von Eckpunkten angesehen werden kann. 
und andererseits Vereinigungspunkte von Ecken für den Fall. dass in ihnen 
zusammentreffende Seiten gleiche Richtung haben, zugleich als Schnittpunkte 
von Seiten betrachtet werden können, oder auch weil bei solchen Vereinigungs- 


Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 2. 23 








178 Hermes, Inhalt der Siernpolygone. 






punkten zweifelhaft bleibt, welche Combinationen von Seiten die einzelnen 





zusammenfallenden Ecken bilden. 
Jede Ungewissheit darüber, wie der Umfang des Sternpolygons zu 






































verfolgen ist. sei von vorn herein beseitigt durch die genaue Angabe der 
Reihenfolge der Eckpunkte der Figur, so kann man nunmehr in Beziehung 
auf jeden mehrfachen Punkt des Umfanges das Sternpolygon als Grenzlall 
einer Figur betrachten, bei welcher die Schnitipunkte der Seiten oder die 
Eckpunkte noch nicht zusammengefallen sind, und demnach die gegebene 
Figur an jedem Punkt dieser Art so deformiren, dass die neue Figur daselbst 
ebensoviel Seiten und Ecken enthält, wie die Anzahl der Seiten und Keken 
beträgt, durch deren Vereinigung der betreffende Punkt deänirt ist. Hierbei 
hat man jedoch zu beachten, dass die Seiten einer solchen Hülfsfigur sich 
wirklich sämmtlich, und zwar nicht mehr als zwei in demselben Punkte, durch- 
schneiden, hat also zu diesem Zwecke nölhigen Falls an den dabei in Betracht 
kommenden Eckpunkten die sie bildenden Seitenpaare über diese Eckpunkte 
hinaus zu verlängern, bis auch sie den ganzen Linieneomplex durchschneiden. 
Zur Bezeichnung dieser Hüllsfiguren, welche jetzt Sternpolygone im engeren 
Sinne sein werden, reichen alsdann gerade die sich um die zugehörigen mehr- 
[achen Punkte gruppirenden Zahlen aus, weil auf jeder geraden Linie an dem 
betreffenden Punkte soviel auf einander folgende Zahlen stehen, wie die An- 
zahl der geraden Linien beträgt, mit denen sie in dem mehrfachen Punkte 
zusammentrifft. 

Auch hier, bei der Aufstellung der Hülfsfigur, treten Unbestimmtheiten 
ein; es entsteht nämlich, was für das Folgende von Bedeulung ist, eine grosse 
Mannigfaltigkeit dieser Figuren dadurch, dass die ihnen zu Grunde liegenden 
Linien sich in verschiedener Reihenfolge und Gruppirung durchschneiden 
können. Wenn es sich jedoch lediglich um die Aufgabe handelt, das Stern- 
polvgon in irgend einer Art durch Vielecke im engeren Sinne zu ersetzen. 
so kann von der zuletzt bemerkten Unbestimmtheit abgesehen werden, da 
dieselbe schliesslich nur eine Aenderung in der Eintheilung dieser Vielecke 
veranlasst. Mit Benutzung der nach dem obigen Verfahren zu bildenden Hülfs- 
ligeur kann man jedes allgemeine Sternpolygon, wieviel mehrfache Punkte 
auch der Umfang desselben enthalten mag, in derselben Weise, wie früher 
die Siernpolygone im engeren Sinne, als die Summe von Theilvielecken im 
engeren Sinne darstellen; sobald man bei der Bildung der einzelnen Zahlen- 
reihen zu einem mehrfachen Punkte gelangt, hat man die jedesmalige Reihe 
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mit Zugrundelegung der Hülfsfigur zu vervollständigen. bis man von selbst 
wieder zur Rückkehr in die ursprüngliche Sternfigur veranlasst wird. 

Hat man nach diesem Verfahren die sämmtlichen Zahlenreihen aufee- 
stellt. so können bei den ihnen entsprechenden Vielecken schliesslich. wenn 
man dieselben aus dem gegebenen Sternpolygon darzustellen sucht, allein fol- 
sende beiden Fälle eintreten. Es können erstens ganze Theilpolvgone oder 
Theile des Umfanges derselben sich in einen einzigen Punkt zusammenziehen. 
d.h. es redueiren sich entweder einige der resultirenden Theilvielecke auf 
einen Punkt, oder, wenn die sich zusammenziehenden Theile des Umfanges 
nur aus auf einander foleenden Seiten bestehen. verringert sich in ihnen nur 
die Seitenanzahl. Zweitens können getrennte Theile des Umfanges sich in 
dem mehrfachen Punkte vereinigen und demnach die resultirenden Vielecke 
aus einzelnen in dem mehrfachen Punkte als gemeinschaftlichem Eckpunkte 
zusammenhängenden Stücken bestehen. Der zweite Fall ist der einzige. in 
welchem durch die Zahlenreihen aus dem Sternpolygone nicht Theilpolvgone 
im engeren Sinne ausgesondert werden, doch gestatten auch hier die den 
Reihen entsprechenden Figuren eine einfache Interpretation der von ihnen ab- 
veerenzten FVlächenstücke. 


Berlin. 1865. 
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Sur un theoreme relatif a huit points situes sur 
une conique. 
(Par M. A. Cayley & Cambridge.) 


er sait que le theoreme de Pascal peut etre deduit du theoreme sui- 
vant: toule courbe eubique qui passe par 8 des 9 points diintersection de deux 
courbes eubiques passe par tous les 9 points. 

De meme cet autre theoreme — toute courbe quarlique qui passe par 
13 des 16 points diinterseelion de deux courbes quartiques passe par tous les 
16 points — conduit a un iheoreme relalif a 8 points situes sur une conique. 

En eifet si par 8 points donnes et situes sur une conique donnee on 
fait passer deux systemes de 4 droites (ces deux systemes doivent eire sans 
droite commune) les deux systemes sont des courbes quarliques qui se ren- 
contrent dans les S points donnes et de plus dans S nouveaux points: done 
toule courbe quarlique qui passe par 13 des 8-+8 points passe par tous les 8-+8 
points. Or la conique donnee passe par les 8 points donnes, ei par 5 des 8 
nouveaux points on peut faire passer une aulre conique: les deux coniques 
[ormen! ensemble une courbe quarlique qui passe par 8+9 des 8+S8 points. 
el qui passera ainsi par les S-+8 points; c'est a dire la nouvelle conique 
passe par les S nouveaux points, ou autrement dit, les 8 nouveaux points 
sont situes sur une conique — ces! la le theoreme relalif a 8 points situes 
sur une conique. 

On deduit de la les theoremes 3. 4, 5 de Steiner (Lehrsätze und Aul- 
gaben. ce journal t. XXX, pp. 274 et 275). En eflet considerons sur une conique 
donnee » points donnes, et les » tangentes dans ces memes points. En com- 
binani deux a deux les » points on obtient 4n(»—1) droites @: ces droites se 
coupen! deux ä deux dans les » points donnes, qui comptent pour 4n(n—1)\n—2 
interseelions, et de plus dans !}»(n—1)(n—2)(n—3) points r. Chacune des » 
tangentes rencontre les {4»(2—1)— (»—1)} droites @ qui ne passent pas par 
le point de contact de cette tangenle. dans 4(n—1)(»—?2) poinis s, ce qui 
donne en tout In (a—H{»—2) points s. Enfin les » tangenles se rencontren! 


deux a deux dans In(»n—1) points Ef. 
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On a ainsi 
sn(n—1)(n—2)(n—3) points r 
In(n—1)(n—2) - 8 
In(n—1) - 4 
ensemble 4z2(a—1)(n —n-+2) points. 
Or parmi ces points. il y a selon les trois theoremes de Steiner un grand 
nombre de sysiemes de 8 points sur une conique. 

Prenons d’abord sur la conique donnee 4 points quelconques a, b, ec, d 
des » points, et considerons aussi les points conseeulifs a’, b’, e', d. ha 
iigure des 4 points a, b, ec, d et des 4 tangentes dans ces memes points 
equivaul a celle des 8 points «, a’, b, b', ce, c', d, d'. Partant de l’arrange- 
ment abed (lisez-le eycliquement et il correspondra a l’un des 3 quadrilateres 
que Fon peut former avec les 4 points) on forme avec les 8 points les deux 
systemes que voici de 4 droites chacun 

Systeme aa’, bb’, cc’, dd’, c'est a dire les langentes aux 4 points a, b. e. d. 

Systeme ab, b’e, c'd, d’a, c’est a dire ab, be, cd, da; 
el ces deux sysiemes se rencontrent dans les 8 points a, a’, b, b’, e, cd‘, d, d 
(ou ce qui est la meme chose dans les points a, b, ec, d, chacun compte 2 fois) 
ei dans 5 nouveaux points compris entre les points vr, s, f; ces 5 points son! 
done situees sur une conique. Comme il v a 3 arrangements abed, acdb, adbe 
des 4 points, on obtient de celte maniere 3 systemes de 8 points sur une 
conique. 

Prenons sur la conique 5 points quelconques a, b, c, d, e des » poinls. 
et considerons aussi 3 points consceutifs a’, b’, ec’. Partant de l'arrangemen! 
abede (qui correspond a lun des 12 penlagones que l’on peut former avec 
les 5 points) on forme avec les points a, a, b, b’, e, c', d, e les deux 
svstemes de 4 droites chacun 

Systeme aa‘, bb’, cc‘, de, c'est a dire les tangentes en a, b, ce et la 
droite de 
Systeme a’b, b’e, c'’d, ea, c'est a dire ab, be, cd, ea, 


ei on oblient de la (parmi les points r, s, £) un systeme de 8 points sur une 


conique. A cause des 12 arrangements des 5 points, il v a 12 systemes. 
Mais au lieu des points conseeutifs (a, b’, ec’) on aurail pu prendre loule autre 
combinaison (a', b’, d’) ete.; le nombre des combinaisons etant 10, il v a done 
I2=<10 = 120 systemes de 8 points sur une conique. 

Prenons de m&me 6 points quelconques a, b, e, d, e, f des » points. 
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En considerant les points conseeutifs a’, b’ et en partant de l’arrangemen! 
abedef, on forme avec les 8 points a, a’, b, b’, ce, d, e, f les deux systemes 
de 4 droites 
Systeme aa, bb’, cd, ef c'est a dire les tangentes en a, b et les 
droites ed, ef, 
Systeme a’b, b’e, de, fa cest a dire ab, be, de, fa, 


ce qui donne parmi les points r, s, £ un systeme de 8 points sur une conique 
II va60 arrangements des points a, b, ce, d, e, f et 15 combinaisons (a', b') etc. 
des points conseeulifs; on a done 60>=<15 = 900 systemes de 8 points sur 
une eonique. 
Prenons encore 7 points quelconques a, b, ce, d, e, f, g des n points. 
En considerant le point conseeulif a’, et en partant de l’arrangement abedefg. 
on forme avec les points a, a, b, ce, d, e, f, y les deux systemes de 4 
droites 
Systeme aa’, be, de, fg c'est ä dire la tangente en a, et les droites be. 


de, fy. 
Systeme a’b, cd, ef, ga c'est a dire ab, cd, ef, ga, 


et on obtient ainsi parmi les points vr, s, ! un systeme de 8 points sur une 
conique. 1 y a 360 arrangements abedefg etc. et 7 differents points conse- 
eutifs a’ ete.: cela donne 360 ><7 = 2520 systemes de 8 points sur une conique. 
Prenons enfin 8 points quelconques a, b, ec, d, e, f, g, h des n points. 
Partant de larrangement abedefgh, on forme avec les 8 points les deux 
systemes de 4 droites chacun (ab, ed, ef, gh) et (be, de, fg, ha), ce qui conduil 
a un systeme de 8 poinls sur une conique. Mais on a 2520 arrangemenis 
abedefgh ete. — il y a ainsi 2520 systemes de 8 points sur une conique. 
On voit que les systemes de 8 points sur une conique derivent de 
I. 5. 6. 7 ou 8 des » points sur la conique donnee. En supposant » = 4 
on na que les systemes qui derivent des 4 points; si n=5, on a les systemes 
qui derivent de 4 points choisis d’une maniere quelconque entre les 5 points 
et les systemes qui derivent des 5 points: et ainsi de suite; pour n=8 on 
a les systemes qui derivent de 4, 5. 6 ou 7 points choisis d’une maniere 
queleonque entre les 8 points, et les systemes qui derivent des 8 points. On 
peut former la table suivante pour montrer dans les differents cas le nombre 


>) 


des systemes de 8 points sur une conique 
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Nombre des systemes de 8 points sur une conique 
r—=|s=|t=/|r+s+t=]| 4 points 5 points 6 points 7 points 8 points 
3 120 900 2520 9520 
n—4, St. 3 3| 12 6 21 xixıB 
n—=6,St.5| 45| 60| 15 110 x15=45 x6=2730 | X 12:900 
u 105 !105 | 21 231 x35—=105 |X 21—2520) X 7—6300 |X 1—= 2520 
n—8 210 |168| 28 406 x 70=210 | X 56 = 6720| X 28=25200) X 8=20160|1 X 1 =-2521 



































Le cas n=4 est le theoreme 3 de Steiner, il y a 3 systemes de 8 points 
sur une conique; le cas n=5 est le Iheoreme 4, il ya 15+120 systemes: 
le cas »n=6 est le theoreme 5, il ya 45-+-720-+900 systemes. Pour » = 7 
il va 105-+2520 46300 +2520 systemes et pour an =S. 210 + 6720 + 25200 
20160 + 2520 systemes. 

Le cas n=5 esi surtout interessant: en ellet comme une conique es! 
determinee par 5 points, on a ici 9 points quelconques (a, b,c,d,e) et les 
eing tangentes (les droites A, B, C, D, E de Steiner) sont des droites de- 
ierminees par les cing points et que l’on peut construire (avec la regle seule- 
ment) c'est la en eflet la forme sous laquelle le Iheoreme est presente par 
Steiner; il ne parle nullement de la conique qui passe par les 5 points 
et il donne pour les 5 droites une construction; a savoir, les 15 points r son! 
situes deux a deux sur 15 droites Z qui ne dependent chacune que de 4 points. 
et sur 60 droites // qui dependent chacune des 5 points: les 60 droites HH 
combinees deux ä deux d’une maniere convenable se rencontrent dans 30 
points s (c'est la definition de ces points) et puis (Iheoreme) on a 5 droites 
4, B,C, D, E qui contiennent chacune 6 points s el qui passent par les 
pomts a, b, ce, d, e respeclivement — et (theoreme) les 30 points s son! 
aussi situes sur les 10 droites @, 3 points sur chaque droile. Je remarque 


yu'en prenant sur la conique qui passe par a, b, c, d, e, un point queleonque 


g. il y aurait 24 hexagones inscrils ayant ag pour eöle — et de la 24 droites 
Pascaliennes — et par le point diintersection de ag avec l’une quelconque des 


6 droites be etc. on a 4 de ces droites Pascaliennes. Cela pose. en prenan! 
| \ 


pour g le point consecutif a’, les 24 hexagones se confondent deux ä deux 

on a done 12 hexagones inscrils et autant de droites Pascaliennes ces 
droites sont les 12 droites H lesquelles se rencontrent deux a deux dans les 
6 points s situes sur la droite aa’ ou A. Steiner dit que les 120 coniques 
dependent des 5 points, mais que les 15 coniques dependent chacune de 4 


points seulement: en donnant (comme il la fait) le theoreme comme un theo- 
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reme par rapport a eing points quelconques, cela n'est pas exact — en effeı 
les coniques dont il s’agit dependent chacune de 4 des eing points, el des 4 
droites correspondantes, tangentes dans ces m&mes points a la conique qui 
passe par les eing points — ces coniques dependent ainsi des einq points. 
Je remarque en passant que partant des cing points donnes a, b, e, d, e 
il v a sur chacune des droites A, B, C, D, E un point remarquable. don! 
Steiner ne parle pas, mais qui aurait pu servir a une construclion de cette 
droite — par exemple il y a sur la droite A le point @ qui est lintersection 
commune des polaires de a par rapport a toutes les coniques qui passent par 
les points b, ce, d, e — en parliculier ce point & est lintersection commune 
des polaires (harmonicales) de « par rapport aux trois paires de droites (be, de). 


hd, ec). (be, cd) respectivement. 


Cambridge, 16 Fev. 1865. 
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Ueber invariantive Elemente einer orthogonalen Sub- 

stitution, wenn dieselbe als Ausdruck einer Bewegung 

jeder &ruppe von Werthen der Variabeln aus dem 
identischen Zustande ın den transformirten 


gefasst wird. 
(Von Herın Schläfli zu Bern. ) 


Enter hat gezeigt, dass jede gegebene Orlsveränderung eines starren 
körpers um einen festen Punkt durch eine einfache Drehung um eine feste 
Axe dargestellt werden kann, wenn nur der Anfangs- und Endeszustand, aber 
nicht die Zwischenzeit in Betracht kommen. Nimmt man den festen Punkt als 
Ursprung eines orthogonalen Axensystems an, dem im Anfange die identische 
Substitulion entsprechen möge, so wird die gegebene Ortsveränderung durch 
eine orlhogonale Substitution dargestellt. Diese hat nun ein einziges invarian- 
tives Element, den Winkel der Drehung um jene feste Axe, der den eigen!- 
lichen Betrag der gegebenen Ortsveränderung ausdrückt, frei von der Zufällig- 
keit der Wahl der Axen des Körpers. 

Versuchen wir diesen Begriff auf » Dimensionen zu übertragen. so 
sehen wir uns veranlasst. zwei orthogonale Substitulionen zu unterscheiden 
Die eine, S, ist gegeben und stellt gleichsam die Verrückung eines starren 
Systemes von » Dimensionen dar, wir nennen sie die Verräckungssubstitution. 
Die andere, P, ist verfügbar und soll nur dienen die Zufälligkeit der Wahl 
der Axen auszudrücken, wir nennen sie die Transformationssubstitution. Der 
allgemeine Ausdruck für die Verrückungssubstitution wird dann (P7'SP) sein. 
Es fragt sich, wie stark dieser Ausdruck redueirt werden kann *). 


Für eine infinitesimale Verrückung giebt die Theorie der schiefen De- 
ierminanten, die Cayley im 38" Bande dieses Journals aufgestellt hat, eine 
schnelle Antwort auf obige Frage. Wenn man nämlich die zweite Ordnung 
vernachlässigt, so kann S nicht anders als durch eine schiefe Matrix darge- 
stellt werden. worin die diagonalen Elemente alle 1 und die übrigen infini- 
tesimal erster Ordnung sind. Streicht man die diagonalen Elemente, so dass 
die Matrix schief und symmetrisch wird, so hat man die Coeffieienten in den- 
jenigen linearen Gleichungen, welche die Projectionen der linearen Verschie- 
bung irgend eines Punktes ausdrücken. Da der Determinant dieser Matrix nur 
für ein ungerades z» verschwindet, so giebt es auch nur in diesem Falle eine 


*) Der Determinant einer orthog. Substitution ist hier immer gleich 1 vorausgesetzt. 
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feste Axe, d. h. es giebt Punkte, deren Verschiebungsprojectionen sämmtlich 
Null sind; und diese Axe ist desshalb bestimmt, weil die ersten Minore nicht 
alle verschwinden. Wenn » gerade ist, so kann man jenen linearen Glei- 
chungen, die die Ruhe eines Punktes ausdrücken, nicht genügen, es giebt keine 
[feste Axe, und es bleibt nur noch übrig, nach einem Maximum der angularen 
Verschiebung zu fragen. Man bekommt als gleich mit Null wieder einen 
schiefen symmetrischen Determinant, dessen Elemente lineare Functionen des 
gesuchten Maximums sind. Da aber derselbe nothwendig ein Quadrat ist. so 
giebt die Gleichung nur }» verschiedene Lösungen, und alle zu einer solchen 
Lösung gehörenden ersten Minore verschwinden. Der Strahl *) also, dem die 
Wurzel als maximale angulare Verschiebung zukäme, wird nicht bestimmt, sondern 
kann eine Ebene beschreiben, und alle Strahlen dieser Ebene drehen sich um 
denselben maximalen Betrag, und ihre Verschiebungen fallen in diese Ebene. 
Wählt man in jeder der 4» Ebenen ein Paar zu einander senkrechter Strahlen. 
so kann man zeigen, dass alle » Strahlen ein orthogonales System bilden: 
aus der Orthogonalität folgt dann die Realität aller Wurzeln jener Gleichung 
1»"" Grades, also auch diejenige der 4» Hauptebenen. Wenn eine Wurzel 
der erwähnten Gleichung «fach vorhanden ist, so wird nur ein lineares Con- 
iinuum von 2 Dimensionen bestimmt, worin man eine Gruppe von « Haupt- 
ebenen mit @(@—1)facher Willkür wählen kann. 

Eine endliche Verrückung verhält sich ähnlich. Ihre Substitution sei 
S, die maximalen Drehungswinkel seien 6, 6, .... Man addire je zwei ent- 
sprechende Elemente der Substlitutionen S und S”’, selze zu jedem diagonalen 
Elemente noch —?2cos® und bezeichne den Determinant der so gebildeten 
Matrix mit U. Ferner multiplieire man jedes Element von S mit —2cos6, 
addire das Product zum entsprechenden Elemente von S° und selze jedem 
diagonalen Elemente noch +1 zu; der Determinant aller so erhaltenen Ele- 
mente sei V. Endlich setze man —e'” zu jedem diagonalen Elemente von S 
und bezeichne den Determinant aller Elemente mit T(0)**). Dann it U=1V 
identisch richtig, und wenn man die Matrix von T(—#) um ihre Diagonale 
umwendet und jede ihrer Zeilen mit jeder Zeile von T(®#) combinirt, so erhält 
man T(#).T(—#)= YV. Aber T(—-6) = (—1)"e”"” T(6); also U=(-1)"e””(T(®))'. 


*) Wenn von Strahlen, Ebenen, Continuen die Rede ist, so ist immer gemeint, 
dass sie durch den Ursprung gehen. 

*") Dieser Ausdruck findet sich ın Baltzers Theorie der Determinanten, wo Brioscht 
Liowv. J. 19 eitirt wird; aber nur die Wurzel e® = 1 wird erwähnt. 
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Wenn nun » ungerade ist, so ist e’=1 eine Wurzel von T(#) =0, und dieser 
entspricht eine einfache Wurzel cos® =1 von U=0. während alle übrisen 


WU 3 ’ 

Wurzeln doppelt sind, d.h. Y—g — (6080, 1)". Wenn aber » gerade 
ist, so ist YU= er" T(0) = (cos6, 1)". Nun sind aber die Elemente der 
Matrix von U die Coeflicienten in denjenigen linearen Gleichungen. welche 


die Richtung eines Strahls von maximalem Drehungswinkel bestimmen. Für 





ein ungerades » und cos#=1, da diese Wurzel nur einfach ist. verschwinden 
also die ersten Minore des Determinants U nicht alle; es giebt eine feste Axe. 
Aber für jede doppelte Wurzel von U=0 verschwinden alle ersten Minore. 
im Allgemeinen jedoch nicht die zweiten, und es giebt eine entsprechende feste 
Hauptebene, in der die zugehörige maximale Drehung # geschieht. Für ein 
serades » hingegen kann es nur Hauptebenen geben. Die Orthogonalität und 
die Realität des invarianliven Systems sind auch hier leicht zu beweisen. 
Wenn die Elemente von T als Coefficienten in linearen Gleichungen 
sebraucht werden, so bestimmen diese Gleichungen den Strahl, der in einer 
Hauptebene nach einem der zwei festen Kreispunkte im Unendlichen geht. 
(Ich will der Kürze wegen ein System von a—r homogenen linearen 
Gleichungen zwischen den » Coordinaten, als Gesammtheit aller seiner Lösungen 
oder Punkte aufgefasst. mit (&”) bezeichnen und lineares Continuum von r 
Dimensionen nennen.) Wenn in der auf cos® redueirten Gleichung T—0 eine 
Wurzel «fach vorhanden ist, so bestimmt sie ein (oc°“), das zu allen übrigen 
Hauptebenen (oder Haupteontinuen) orthogonal ist. Durch jeden Strahl dieses 
Continuums geht eine Hauptebene, und diese ist dadurch bestimmt, dass sie 
mil jedem von zwei festen imaginären und conjugirten (x“) je einen Strahl 
gemein hat. Wenn im (»“) ein orthogonales Axensystem (z,. Yı, La» 93. - 
7...) gewählt ist. wo je zwei mit demselben Zeiger versehene Axen eine 
Hauptebene bilden, so ist (@,+iy,=0,r=1,2,...e) das eine jener festen 
imaginären Conlinuen und Z(2—iy=0) das andere; und wenn nun irgend ein 


Strahl durch seine Projectionen a,, bi. @, b;. ... a,, b. gegeben ist, so isl 
die durch ihn gehende Hauptebene dadurch bestimmt, dass noch der auf ihm 
senkrechte Strahl (—b,, a, — br, 4x2, ...—b,,a,) in derselben Hauptebene liegt. 
Multiplieirt man die Projectionen des letzten mit © und addirt sie dann zu 
denen des ersten Strahls, so ‘bekommt man den Strahl, den diese Hauptebene 
mit dem Continuum I(c-+iy= 0) gemein hat. 

Bern. 1865. 











Programme pour le prix Carpi. 


(Propos@ par !’Acad@mie Pontificale des Nuovi Lincei. ) 


Theme. .„Exposer une methode au moyen de laquelle on puisse de- 
terminer toutes les valeurs rationnelles de x capables de rendre un carre ou un 
Pa a a en hy ige: 
de A, B, C, D, E, pourvu qu une ou plusieurs de ces valeurs de x existen! 
reellement, ei qui, en cas contraire, en fasse connailre l’impossibilite”. 

Un .„.eelaireissement” qui accompagne ce programme fait connaitre les 
Iravaux des geomelres qui ont traile la question dont il s’agit: 

Une methode de Fermat se trouve exposce par Jacques de Billy: Do- 
ctrinae analylicae inventum novum (p. 30 et 31 de ledition intitulee: Dio- 
phanti Alexandrini Arithmeticorum libri sex, et de numeris multangulis liber 
unus, etc. Tolosae M.DU.LXX), par Leonard Euler: Einleitung in die höhere 
Algebra, traduit en francais sous le titre d’Elömens d’algebre, tome second. 
chapitres VIII, IX, X. et par Legendre: Theorie des nombres, troisieme edition 
1830, tome II, (p. 123— 125). 

Les plus importanis memoires relatifs a la question sont les suivanis: 
Euler: Methodus nova et facılis formulas cubicas et biquadraticas ad quadratum 
reducendi, memoire posihume qui fait partie du tome XI des memoires de 
l’academie de Sı. Petersbourg (annce 18: 0), Jacobi: De usu theoriae integralium 
ellipticorum et integralium Abelianorum in analysi Diophantea, tome 13 de ce 
Journal et Lagrange: sur quelques problemes de Ü Analyse de Diophante, Me- 
moires de Ü Academie de Berlin annee 1777. 

Cependant ces methodes sont imparfaites 1°. parce qu’elles supposen! 
une solution deja connue; 2°. parce quil n’est pas prouve quelles fournissen! 
toutes les solutions possibles. Il serait par consequent & desirer, qu’on en 
trouvät une aultre, qui n’eüt besoin de la connaissance d’aucune solution „ fil 
connaitre si le probleme est possible ou non, et dans le cas ou il est pos- 
sible, en donnät toutes les solutions. 

Les me@moires sur le thöme proposd devront &tre rediges en italien, en latin, 
ou en frangais. Chaque memoire portera sur son frontispice une &pigraphe, qui sera 
röpetde A Vexterieur d’une env eloppe cachetee, dans laquelle se trouveront le nom et 
adresse de lauteur. On ouvrira seulement Yenveloppe correspondante au memoire 
qui aura obtenu le prix. Sı les auteurs qui auront obtenu une mention honorable 
desirent que l’Acad@mie publie leurs noms, il faudra quils en fassent la demande dans 
les quatre mois qui suivront le jour dans lequel le prix aura dt@ decerne; ce terme 
expir@ les enveloppes seront bruldes sans ötre d&cachetdes. Chaque me moire avec len- 
veloppe cachetde correspondante devra ötre envoy& franco A l’Acad@mie, avant le 
dernier jour du mois d’octobre 1866, date de la clöture du coneours. Le prix sera 
decern@ par l!’Acad@mie dans le mois de janvier 1867 et consistera en une me&daille 


d’or de la valeur de cent ecus romains. Te m&moire couronne sera publi@ entierement 
ou par extrait, dans les Atti de l’Acad&mie, et lauteur en recevra einquante exemplaires. 


Rome, 11 juin 1865. 











Erweiterung des Satzes, dass zwei polare Dreiecke 
perspeetivisch liegen, auf eine beliebige Zahl von 
Dimensionen. 


(Von Herrn Schläfi zu Bern.) 


Im Quarlerly mathematical Journal, vol. I. S. 191. S.239 und S. 241 
haben Salmon und Ferrers Beweise des im Titel ausgesprochenen Satzes 
für die Ebene und den Raum gegeben: in dem letzteren treten vier Reihen 
von je vier Coordinatenwerthen auf, die zusammen einen symmeirischen Deter- 
minant bilden. Da die diagonalen Elemente dieses Determinants in den dor- 
tigen Proportionen (S. 241 (1) bis (4)) nicht vorkommen, so sind sie variabel. 
aber durch drei Relationen, die aus der Aufgabe entspringen, mit einander 
verbunden. Ferrers zeigt dann, dass eine vierte von der Aufgabe verlangte 
Relation. die. wenn sie unabhängig wäre, alle vier Punkte vollständig be- 
stimmie. nur eine nolhwendige Folge der drei vorigen ist. Die Betrachtung 
des Ferrersschen Beweises hat mich überzeugt, dass er wesentlich auf diesem 
Satze beruht: 

Das Verschwinden aller ersten Minore eines symmetrischen Determinants 
zählt nur für drei Bedingungen, während es für einen freien Determinant deren 
vier zählt. 

Der Beweis dieses Salzes ist überllüssig, da er als specieller Fall in dem 
Kroneckerschen Satze enthalten ist. welchen Baltzer in seiner Determinanten- 
Theorie. 2'“ Auflage $. 33 mittheilt. 


Ich will die Zeilen eines Determinants ./ = 012 - mit obern. 


die Spalten mit untern Zeigern bezeichnen, und indem ich die, Einmnıe selbst 
als Determinanten erster Ordnung betrachte, bezeichne ich diejenigen der 


obersten Zeile mit (0); ih (ch 4 > [erner setze ich O)G)-(6)(0) 


. . ., (Od 0. . 
- (91); s. f.;: das im Determinant mil (0) multiplieirte Aggregat bezeichne 

i 2: N 01 in - u 
ich mit 0). a ER das mil (03) multiplieirte Aggregat mil lo2| 


234..n ge 2 0 0 Be © 
ee u.s.f.. so dass z. B. r r |- ıllo]= 014 wird. 


Dies vorausgesetzt, kann der Satz über die ersten Minore, um den es 
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sich hier handelt, folgendermassen ausgesprochen werden: es seien die 
zweiten Minore des Determinants 7 nicht sämmtlich gleich Null sondern min- 


"O1 y ’ 
destens einer derselben z. B. 041 von Null verschieden, dann hat das Ver- 


u 0 0 1 1 . 
schwinden der vier ersten Minore fe ; 1]; lo]: H das Verschwinden sämmi- 
licher ersten Minore zur Folge. 


. . : \ . 0 0 
Im Allgemeinen reichen also die vier Bedingungen lo =, H == 9, 
l | ) ' ’ 
01 —(, H 0 hin um das Verschwinden sämmtlicher ersten Minore des 
Determinants / zu bewirken. Wenn aber der Determinant symmetrisch ist. 


0 
Die Behandlung des allgemeinen Satzes. der Gegenstand dieses Auf- 


0 1° . ; j ’ 
so ist | 1-1 |. und die Bedingungen sind bloss drei an Zahl. 


satzes ist. wird verständlicher werden, wenn ich zuerst den Ferrersschen Be- 
weis für den räumlichen Fall mit stärkerer Hervorhebung dessen. was ich 
als Fundament betrachte, wiederhole. 
Es sei V= (w,.x,y,3) das Polynom einer gegebenen Fläche zweiten 

Grades. 

p = hkw-+-axc-+ by+ ez, 

q= aw-+ lc+hy-+g3, 

r = bw+he-+my-+- f2. 

s = cw+g2+ fy+nz 
seien seine halben Abgeleiteten, also V=pw+gae+ry+sz—=0 die Gleichung 
der Fläche. Dann sind die zwei Tetraeder wryz =0 una pgrs = O0 zu ein- 
ander polar. Im Eck — des ersten Tetraeders ist p=h, q=a, r=b, 
s = ec, im homologen Eck des zweiten Tetraeders g=0), r=0, s—=0. Wenn 
also y eine Variable bedeutet und p, q, r, s als Coordinaten gelten, die auf 
das zweite Tetraeder bezogen sind, so sind y, a, b, e Coordinaten des lau- 
[enden Punktes in der Geraden, die beide homologen Ecken verbinde. Wenn 
z. w, & ebenfalls Variable bedeuten, so sind alle vier Geraden, die je zwei 
homologe Ecken beider Tetraeder verbinden, durch die Zeilen der Matrix 


ya b ce 
ye ih „| 
j? how N\ 


\C g f 17] 
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dargestellt. Verlangen wir nun, dass alle vier Punkte, je einer auf jeder 
Verbindungslinie, in einer Geraden liegen. so müssen sämmtliche ersten Minore 
dieser Matrix verschwinden. Da dieses nur drei Relationen liefert. denen die 
Variabeln y, 4%, vw, ® genügen müssen, so bleibt eine derselben frei. die ver- 
langte Gerade wird nicht bestimmt, sondern kann sich einfach bewegen und 
beschreibt daher eine Fläche zweiten Grades. Es sei (p,g,r,s) ein Punkt 
der erzeugenden Geraden, so steht es uns frei, für denselben die Bedingungen 


ah g=0. ag ri=0, pq s|=0 
| | | 
b v fi 6 hy: bhf 
| ce fw\| | eg fi egw | 





zu wählen und aus diesen vw, & zu eliminiren. Schliessen wir den Fall aus. 
wo bg = ch, diesem Systeme also entweder durch Ap= bg und eine Relation 
oder ohne eine Relation zwischen p, g, r. s durch ew — bf. 


zwischen ı, @, 


bo = ef genügt würde, so ergiebt sich 

bg— eh)( fpg + ars) + (ch—af)(gpr + bgs)+(af—bg)(hps+cgr) = 
als Gleichung der Fläche zweiten Grades. die alle vier Verbindungsgeraden 
enthält, was man mit grösster Leichtigkeit verificiren kann. 

Will man diese Fläche auf das erste Tetraeder beziehen. so brauch! 
man nur 9, g, r, s durch w, x, y, z und die Elemente a, b, ... durch die 
entsprechenden Minore A, BD, ... zu ersetzen. Da BG — CH = 4(bg-—ch). ete.. 
so erhält man I (bg— ch, (Fex-+ Ayz) =. 

Wollte man diese Fläche in Bezug auf F=0 polarisiren,. um diejenige 
Fläche zweiten Grades zu erhalten, die alle vier Geraden (we=0. p=0.. 
r=0.g=0). (y=V,r=0) (z=0,.s=0) enthält, in denen je zwei homologe 
Seitenebenen beider Tetraeder sich schneiden, so hätte man. bg—ch=e, 
ch-af= P, af—bg=y setzend. die Bedingungen 


0 = wp+ 29+ yr+ zs, 


| tu _ ofq+ Pgr-+yhs, 
iz = afp + yer-+ pbs, 
Iy = Pgp-+yeg + as, 
tz = yhp-+ Pbg+ ear R 


aus denen p, q, r, s, t zu eliminiren wären. Der Determinant der Coefli- 
cienten in den vier untern Zeilen rechts ist («y)'. und alle ersten Minore 


sind durch «/y theilbar. Befreit man sie von diesem Factor, so erhält man 
25” 
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in der obersten Zeile 2abe, a(by-+-ch), ete. Wir wollen indess die Gleichung 


. 1» . . . . (p } y4 . 
dieser Fläche direet aus der Betrachtung obiger Matrix |7 “ R r herleiten. 





Wenn g willkürlich ist, so ist ge+ac-+by+ez=0 die Gleichung irgend 
einer Ebene, die durch die Gerade (w=0,p=®0) gelegt ist, u. s. f. Denken 
wir uns nun die drei Relationen zwischen %, 4%, vw, & erfüllt, vermöge deren 
sämmtliche ersten Minore jener Matrix verschwinden, so giebt es zwei von 


einander unabhängige Lösungen (w,x,y,2), (w,x,y',z') des Systems aller 





vier Gleichungen (yw+ax-+by-+ez=0, ete.). Dann ist aber auch der Punkt 
ww hw', 04 ha, y-+Ahy,s+42') eine Lösung desselben Systems, und wir 
haben (wegen des willkürlichen Factors 4) eine Gerade, die allen vier Ebenen 
gw-+-ae-+by-+cez=0, elc. gemein ist und sich einfach bewegt, also eine 
Fläche zweiten Grades beschreibt, in der alle vier Durchschnitte (w=0, p=0), 
ete. liegen. Um ihre Gleichung zu bekommen, brauchen wir nur w, & aus 
den drei Gleichungen 

ah g]=9, bw+ha+yy+fz=0, 

| > ı p 

| et | cwrge+fytus=0 

EZ I _ | 
zu eliminiren und erhalten *) 
T = abew’ + ahgz’ + bhfy + egfz’+ (bg + ch) (awa + fyz)+(ch-+af)(bwy+gaz) 

+(af+ bg) (ewz+ hay) =. 

Dass diese Fläche durch die vier Geraden (w=0,p=0), etc. geht, verificir! 
sich sogleich an der Form 
T = abew +w(a(bg+ch)c-+b(ch+af)y-+ec( af-+bg)z)-+ (ac+by-+ez)(ghe+hfy+fgz) 


ihres Polynoms, wobei zu beachten ist, dass die zweite Gerade ghr-+hfy+fgz 





0, in der die Ebene @ = 0 von der Fläche T=0 geschnitten wird, die 
Lösung unserer Aufgabe in der Ebene für das Dreieck xyz = 0 und sein po- 
lares in Bezug auf die Curve Za’+my’+n3’+2fys+2g23+?2hey —=0 dar- 
stellt. Der Diseriminant von 2T ist («Py)’, und seine Minore sind «Py = 
0, «af, ?g. yh). etc. 

Wir gehen nun an die allgemeine Aufgabe. Es sei 


V=um ta2+--+ a,.+2( mr +2 ut +2(", ein, — () 


*) Vergleiche Quart. Journal 1., p. 195 unten. 
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die quadratische Gleichung, in Bezug auf die das Gebilde a, ,...r, 0 
Ö i 
polarisirt werden soll (es ist ()=(h etc. angenommen). Wird 


9 = at er ers, ae 


sesetzt, so ist das zweite zum vorigen polare Gebilde p,p1p:..-p,=0. Da 
der erste Theil der Aufgabe [die homologen Ecken beider polaren Gebilde 
durch Gerade zu verbinden, auf jeder von »—2 dieser Geraden je einen 
Punkt willkürlich zu wählen, durch diese »—2 Punkte eine einfach drehbar: 
lineare Gleichung (im Raume wäre es ein Ebenenbüschel) so zu legen, dass 
sie noch mit der (a—1)'” Verbindungslinie einen Punkt und mit der »"" 
Punkt gemein habe, worauf sie von selbst mit der (»+-1)"" Verbindungslinie 
einen Punkt gemein haben wird, endlich alle jene ersigenannten »—2 Punkte 


einen 


unabhängig von einander auf den betreflenden Verbindungslinien zu bewegen. 
die drehbare lineare Gleichung, welche »-1 Punkte mit sämmtlichen Ver- 
bindungslinien (mit jeder einen) gemein hat. zu drehen und nun die höhere 
Gleichung zu finden, die von der (»a—1)fach beweglichen linearen Gleichung 
umhüllt wird] zu grossen Schwierigkeiten unterliegt, so wenden wir uns so- 
gleich zum zweiten Theile, eine Gerade zu ziehen, die mit jedem der Durch- 
schnitte (2,=0,p,=0),. (r=0,1,2,...») einen Punkt gemein hat. Statt der 
gegebenen «,, a, ... a, führen wir als diagonale Elemente der Matrix 


ie) 


U) 1 2 ... n . B () 1 . > . ® 
’ = die Variabeln ( ): ( wy» () ein und unterwerfen sie den drei 
012... 0,’ \1 n 


Bedingungen, die das Verschwinden aller ersten Minore bewirkt. Dann werden 
x ri gp PN ; pP z 
alle sichunge ’ Ho) ++, )e.=0, (r=0,1,... 
le a+1 Gleichungen ()a,+()u+6)m++())m.=0, (r=0,1,...n 
durch zwei von einander unabhängige Coordinatengruppen befriedigt: ihre 
Lösungen bilden also eine Gerade; und da a —2 unabhängige Variabeln, z. B. 
3 4 A\ Ahr . or \ 
6); (4): B (4) übrig bleiben, so beschreibt die Gerade ein krummes Con- 


tinuum von »—1 Dimensionen, das also durch eine einzige Gleichung T= 0 
auszudrücken ist. Nimmt man z. B. aus den linearen Gleichungen mit 


r=2,8,.... n die Werthe für 4 27 Er () und substituirt sie in der 


Bedingung -[}] —= 0), so erhält man eine Gleichung (»—1)'“" Grades in z,. x,. 


23% 2.2. %,. Denn man muss z. B. die Zeilen 2, 3, ... » resp. mit — an. 
73, ... —z, multipliciren, um substlituiren zu können. Es sei T 


ä \n 0 . . . .. . . 
(1) 225.8. |4h wenn die Substitutionen ausgeführt sind. Giebt man der 
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RN 123..n 
Matrix die Anordnung 023° TER so sind es nur diagonale Elemente, die x, und 


r, enthalten. Daher ist in T ze Coeflicient von x) gleich nt ER zu ). 
“/X\“ / 


und das Aggregat aller Terme. in denen &,. 23, ... x, fehlen. kann dureh 


J 


Ge te) 


dargestellt werden. woraus sogleich auch die Gestalt der Coefficienten von 


x) '" x‘ erhellt. Aber die Coefficienten der Terme, welche &,. x;. ... enl- 


. oO . r i ee. 
halten. aus der Malrix von -[1| abzuleiten. wird mir zu schwierig. Ich 


will daher zunächst nur zeigen, dass man die Aufgabe von » Dimensionen 
auf »—1 zurück bringen kann. Wenn in dieser Matrix die Zeilen 2. 3. 

» wie oben gesagt mulliplieirt sind, so dürfen wir die Zeile 2 dadurch ver- 
ändern, dass wir zu ihr alle folgenden Zeilen und das x,fache der Zeile | 


addiren. Dadurch wird 


q MH \2 m » Ö\ | ON a | 
f 2 (—1 232... ([2]-( ee £ -(( (1)? . (9 Jet 4 )z.) 
n l 01° 
gu er l J I; IL; ... E. | 2] . 


Für 2,0 redueirt sich also dieser Ausdruck auf seinen zweiten Term. und 
dieser zerfällt in zwei Facloren. von denen der erste lineare unserer Aufgabe 
entspricht, der zweite (2—2)" Grades aber, wenn darin auch z,= 0 geselzt 


33 .,:8 


wird. in Bezug auf die Matrix 123 n) serade dieselbe Function ist. welche 


T in Bezug auf 5 | et war. Da in T kein Term alle Coordinaten zu- 
»leich enthalten kann. sondern immer mindestens zwei fehlen müssen, so ist 
hiemit die Möglichkeit gezeigt. die Coeflicienten successiv durch Aufsteigen 
von 3 zu 4. von 4 zu 5. ... Dimensionen und jedesmalige Multiplication zu 
berechnen. Man kann aber auch das Gesetz errathen, nach dem der Coel- 
lieient irgend eines Terms in T gebildet ist, und zeigen, dass die so definirle 
Kunetion für jede Lösung von (z,=0.p,=0), ele. verschwindet. Wenn dann 
ferner gezeigt wird. dass diese Bedingungen mehr als hinreichen, um die Co- 
\n—1 


efficienten in einer Funetion (x. 2, %3.... X) zu bestimmen, so ist dami! 


auch die Identität der definirten Funetion mit T bewiesen. 
2: , FELERETRRE 2n —1 | i 
Eine Function (m... r,) zählt ns — 1 Elemenie, wenn es nuı 


auf die Verhältnisse der Coefficienten ankommt. Ihr Continuum würde von 
7,—=0.p,=0) in einem krummen Continuum (a —1)"" Grades mit n—1 ho- 
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. 2n— 93 ) . 
mogenen Variabeln geschnitten, das durch mu )—1 Punkte bestimmt würde. 


Damit also jenes Continuum das lineare Continuum (2,=0.p,=0) nicht schnei- 


au IN 


den könne, sondern es ganz in sich enthalte. müssen jenem in diesem (" 9 


nz 


Punkte gegeben werden. Da dieses sich »-+1 Male wiederholt. so sind dem 
n Ä a /2n—)9 ' 

gesuchten krummen Continuum (»+ hf 2) Punkte gegeben. Der Ueber- 

schuss dieser Zahl über die Anzahl der Elemente der gesuchten Function be- 


’ 2an—aN | “ AU - j . . ’ 
träg! a1) 3 +1, also für n=2,. 3, 4,5 resp. 1, 3. 16, 85. Die 


Function T ist also durch die erwähnten Bedingungen mehr als bestimmt. 
Wenn den untern Zeigern 1, 2. 3. ... » irgend eine Anordnung 

eben so vieler zum Theil wiederholter Zeiger. unter denen aber der fremde 

Zeiger OÖ sich nicht befindet, übergeselzt wird. so ist es nicht möglich. Kreis- 


läufe wie eh EX). EIG): ... zu vermeiden. Denn längt man mil 


einem Element an, dessen unterer Zeiger auch oben irgendwo vorkommt, so 
kann man eine Kette von Elementen bilden. wo jeder obere Zeiger eines 
Elements mit dem untern des nachfolgenden übereinstimmt. und diese Kelte 
könnte nur dann offen bleiben. wenn sie mit einem obern Zeiger schlösse. 
der unten nicht vorkäme. Da dieses nicht der Fall ist. so muss die Kette 
einmal sich schliessen, d. h. der obere Zeiger des letzten Elements muss mil 
dem untern Zeiger dieses oder irgend eines der vorangegangenen Elemente 
übereinstimmen; und die Combination von Elementen enthält mindestens einen 
Kreislauf. Ich brauche hierfür nur an die Abhandlungen von Cauehy (Journal 
de !’ecole polytechnique Cah. 17, p. 37) und von Jacobi (dieses Journal Bd. 22. 
5.288) zu erinnern. Ich will nun eine Function (T) definiren,. deren Iden- 
tät mit T zu untersuchen ist. 

Um den Coefficienten von ara. (a+P+y+d+e=n—1), in (T) zu 
erhalten, selze man der festen Reihe 1234...» wnterer Zeiger alle die- 
jenigen Permutationen von O1? 2Qr3°4° über, welche keine Kreisläufe er- 
seugen, und fasse jede Anordnung als Product derjenigen Elemente von V auf. 
welche durch je zwei übereinanderstehende Zeiger bezeichnet sind. Die Summe 
aller solchen Producte, deren Anzahl gleich der Permutationszahl der Coor- 


dinatencombination ist, ist der gesuchte Coefficient. 


Ich muss zuerst zeigen, dass diese Definition nicht etwa den Wider- 
spruch in sich enthält, von der Ausschliessung des untern Zeigers 0 abzuhängen. 
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Es sei n= 6. so wird (EX XeXEXs) als einzelner Term im Ausdrucl 


des Coefficienten von z,x2) 2,2, vorkommen. Wählen wir 023456 als feste 


Reihe der untern Zeiger, so ist jener Term in der Form EIITI DEN: 


I/\6, 

R . « rz . 4 0 r 

darzustellen. indem man nur die Zeiger der Elemente ()» (4) umkehrt (sie 
\ 


bilden eine offere Kette, die mit 1 beginnt, mit O schliesst und 4 zum ver- 

bindenden Zeiger hat). und diese neue Form desselben Terms entspricht wieder 

obieer Definition, indem, wenn unten 1 fehlt, oben 0'1°4'5', d. i. 011145 

zu permutiren ist. Soll 6 in der festen Reihe unterer Zeiger fehlen, so 
; Er 4 6 » ' | ON . 4 

. a in r » 7 IPCc [ ‘ 5 

kehren wir zuerst (6) in (1) um, dann 1) in (4)» dann (4) in (0) und 


465011: 008 . u ! | 
haben endlich ” 12334, der Delinition gemäss; die offene Kette beginnt mi! 


6. endigt mit OÖ und hat 1. 4 als verbindende Zeiger. Wenn z.B. 1 als 
unterer Zeiger durch O ersetzt werden soll, so wird, da O in der obern Per- 
mutalion nicht fehlt, und die übrigen Zeiger auch unten sich finden, stets eine 


offene Kette von Elementen da sein, die mit dem untern Zeiger 1 beginn! 


und mit dem obern O aufhört. Haben wir den zum Üoelffieienten von 


a Fan 2 /3NAN/D\/ONO nn 
7,.27,2,0,0, gehörenden Term (Ja (3X6) so darzustellen. dass 023456 


als untere Zeigerreihe erscheint, so durchläuft die Kette alle sechs Elemente. 
612345 
023456 


schaffen sein mag. durch die Umwendung aller ihrer Elemente wird der 


und die neue Darstellung wird ( Wie auch die Kelte sonst be- 


\Wiederholungsexponent des beginnenden Zeigers oben um 1 vermehrt, der- 
jenige des schliessenden oben um 1 vermindert. während alle verbindenden 
Zeiger in gleicher Anzahl oben bleiben, wie zuvor. 

Wir denken uns nun das fragliche Polynom (T) nicht nur nach den 
Uoordinateneombinalionen, sondern auch nach den Producten der Elemente in 
Terme aufgelöst und fragen nach dem Aggregate aller Terme, die den Faclor 
\ 1 ). aber nicht x, enthalten. Als feste Reihe der untern Zeiger sei 1234... 
angenommen. Die Permutalion der obern Zeiger wird dann mit O beginnen. 
aber sonst diesen Zeiger nicht enthalten. Damit nun die über 234... 
stehende Permulalion keinen Kreislauf erzeuge, so muss nothwendig 1 als ein 
der untern Reihe fremder Zeiger darin vorkommen, da der ebenfalls fremde 
Zeiger O schon ausgeschlossen ist. Folglich ist der Term auch noch durel 


Er . . 0 j : h 
r, theilbar. Sondern wir nun den Factor (Je: ab, so bleibt ein Term, wie 
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er nach der Definition der um einen Grad und eine Dimension niedrigeren 
| - , a \ ia . 123...n\ i E 

Funetion (T), die zu einem V mit der Matrix 123 a gehörte. entspräche: 
und umgekehrt, wenn wir irgend einen Term dieser letzten Function (T) mit 


(‚Ja multiplieiren, so haben wir einen Term der höheren Function (T). Da 


.. . P 0 (0 0 . 

dasselbe auch für die Factoren („)®; (3 RER („)e. bewiesen werden kann. 
mn _. ” » 0 ‚/8 0 

so folgt. dass (T)) sich für 2,= 0 auf das Product von (Jet(g)®+ +(, ) TC, 


mit der erwähnten niedrigeren Function redueirt. Da endlich die Definition 
ON /ON\/O ER s nah ‚ i : j. 
auch G)G@)G)---(2)z ' als Anfangsterm von (T) giebt, so ist die Identität 


der definirten Funetion (7) mit der ursprünglichen T bewiesen. 

Es bleibt noch übrig zu zeigen, dass die Anzahl der Terme des Coef- 
ficienten einer Coordinatencombination der Permutationszahl dieser letzten gleich 
ist. Setzen wir V= (+20, 4+20%+.-+r,)., so ist klar, dass alle Schnitte 
des Gebildes &,0,,...2, = OÖ mit dem polaren Gebilde in die lineare Gleichung 
2,+2,+ +2, =0 hinein fallen, und dass daher T= (,+2,+:--+x,)”"" wird. 
Da jedes Elementproduet jetzt =1 ist. so ist ferner klar, dass die Anzahl 
solcher in irgend einem Coelfficienten dem Coefficienten der betreffenden Co- 
ordinatencombination in der Entwicklung von (Zr) gleich ist. Man kann 
aber die Richtigkeit dieser Anzahl auch aus obiger Definition der Function 7 
herleiten, wenn man mit zU@”, (e-+ß=n-—1), beginnt, dann a’ «’. 
(@+P+y=n—1), betrachtet und so fortgeht, indem man immer den Satz für 
die niedrigere Stufe als schon bewiesen vorausseizt. Das Fundament der Be- 


weisführung würde dann sein, dass in der Entwicklung von 


WIOLSIOLEEST EIG SRGESERT EIG EEK EEDE 
der Coefficient von x” gleich PERTRRN) ist, wo 1 +()e+5)® +++ die 
Entwicklung von (1+x2)* bedeutet. 


Bern, 1865. 


Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 3. 26 
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Recherche des points a Vinfini sur les surfaces 
algebriques. 
Deuxieme Partie. 
(Voir p. 112 de ce volume.) 


(Par M. L. Painvin & Douai.) 





$. 1. 
Definition et ordre de la surface asymptote. 


La surface proposee ayant pour &@qualion 


T [ > - - | 2 ) 4) - | — 
U — Pin T, Y, z)+ty„_\ (zT, J, 3) rt Pn_2(, Y, 2)-+ 2 0 


.. . . ee 2 ! Z 
l'equalion du plan asymptote au point a l’infini I=-%- —t- 0) est 
? 


ß 

(1.) (P) 

avec la condition 
(1°)  9.(0,ß,y) = d°. 

Les plans asymptotes enveloppent une surface developpable, car les coefficients 
de Fequation (1.) ne dependent en realit@ que d’un seul parametre arbitraire: 
jappellerai Dereloppable asymptote de la surface U la surface enveloppee 
par les plans asymptotes de U; ou, ce qui revient au möme, la surface cir- 
econserite A la surface U suivant la courbe diintersection avec le plan ä linfini. 

Cette developpable est de la elasse m(m—1); car, par un point quel- 
conque (X» Yo, Zu, fu) passent m(m—1) plans tangents (P). comme il est visible 
d’apres les equations (1.) et (1°".). 

2. Lorsque l'equalion de la surface U peut eire amenee a ne plus 
contenir de termes de degre (m—1), la developpable se reduit a un cöne 
que nous nommerons cöne asymptote de la surface. Dans ce cas, en elfel. 
les coefficients de la fonction 9„_,(®, y, z) sont nuls; par suite, les plans (P) 
passent constamment par l'origine et enveloppent @videmment le cöne 

(Ü)  Ynl2,y,2) = VO. 
Reciproque: Supposons que tous les plans asymptotes enveloppen! 


un cöne c. a. d. passent par un point fixe; nous pouvons prendre pour origine 
le sommet du eöne. L’equation de la surface, rapportee ä la nouvelle origine. 
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etant supposee de la forme 
Pn(&, Y, 2) + pn (8, 9, 2)+ ya, y2)4 0 = 0. 
on devra avoir 
Pn-1(,P,y) = 0 
pour toutes les solutions possibles («, 5,7) de l'equation 
pm (a, B,y) = 0. 
Ges deux &equations doivent donc avoir une infinite de solutions communes: 
ou mieux. toutes les generatrices du cöne 9,„(x, Yy, 2) doivent se trouver sur 


7 


le eöne Y„_1(X, 9,3); ce qui est &videmment impossible. a moins que la 
fonetion du (m—1)“"" degre, y„_,(z, y, 2), ne soit identiquement nulle. Ainsi: 
„Lorsque les plans asymptotes d’une surface enveloppent un cöne. 
'equation de la surface peut toujours &ire amenee ä ne plus renfermer 

les termes de degre (m—1).“ 
3. Etudions maintenant la surface asymptote dans le cas le plus ge- 
neral. En designant par P le premier membre de l'equation (1.), nous aurons 
pour les @quations d’une generatrice quelconque de la developpable asymptote 











oP cP oP 
u 0@ 08 oy Fu 
2.) (( ) u Feen — ’ avec Y m (&, P> Y) um 0 : 
0% m of m © f m 
oa oß or 


"equation (1.) est une consequence des equations (2.). 
la generatrice @(«,/,y) du ‚cöne des 


directions asymptotiques, car cette droite passe par le point a linfini 


La droite (Ö) est parallele a 


De plus, si nous nous reportons a l’equation (12.) [$. I.. 1° partie] de la 
surface S, on voit que les @quations des plans des centres sont 


>P 3P BP 
— 0, —=0, —=0: 
c@ "Mh oy 


done la generatrice (Ö) de la developpable asymptote passe par le centre de 
la surface S correspondant a la direction asymptotique parallele a cette 
droite (Ö). 

Le lieu des centres des surfaces ($) est une courbe dont les equations 


sobtiennent en eliminant «, /, y entre les quatre &quations 
26 * 
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r 2 ‘= 2 
OO Gm o4G 'm 
a 


| O’Pm 
ca J oa0ß ' 
I Pm_, 


oa Oy 


OP 


O Gm 
u 7 -%9 r 7 
oh oß oY 


r 2 [en 2 
© Pm ! m 10, fr m | 
or0B '” 


E 
| oPoda 


je Be ER 


oyoa 
| Pn(6,P,y) = 0. 
l,'ordre de la courbe, lieu des centres, est le nombre de points ou elle est 
coupee par un plan quelconque 
Mz-+Ny+Pz+0t = 0; 
le nombre de ces points est egal au nombre des solutions communes aux 


deux £qualions 


2 
© Pin 


oa” 


© Gm 


19 
0o Pm 


0@0y 


6, ; 4% m 


ca0P 


n2 
O m 





O’Ypm 


N 
OYy O0 


Tu 


O Gm 


OQm —] 
0@ 

© p m—1 
OB 

C Om —1 


oY 


0, gn(a,P,y)=d. 








M N 0 


lequel nombre est visiblement egal a 3m(m—2). 
Ainsi les centres des surfaces S |(12.) $. I.. 1“ partie] deerivent une 
courbe d’ordre 3m(m—?), en general; et cette courbe est sur la developpable 
asymptote. | 
L’ordre de cette courbe est preeisemeni egal au nombre des aretes 
dinflexion du cöne des directions asymptotiques, si l’on suppose que ce cöne 
soil le plus general de son espece ec. a. d. naait pas d’aretes multiples. Nous 
lerons encore observer que la courbe, lieu des centres des surfaces S, n'est 
pas l’arete de rebroussement de la d@veloppable asymptote. 
calculs que nous allons developper presentent une 


A. Comme les 


cerlaine complication, il sera avantageux de modifier la notation que nous 
avons adoptee jusqu’a prösent. 

Nous remplacerons les variables x, y, = par x. 2%, 2;; les quantites 
“, ?, Y, qui designent habituellement la direction asymptotique seront rem- 


placees par ©), @,. 73; les fonctions 9,(x, Y, 2), P„_ı(X, y, 3) seront repre- 
Formant le tableau 


senlees respeelivement par (2, 2%, %5), 0X, 2. 2;). 
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de ces changements: 


on remplacera x, 9, 2, par 2. 2, 25; 











/ „ı () „0 ” 
e - 0, P, Yy; - 2 2, 85 
- _ Pn(X,Y3) - ul, %,%5); 
Suivant l'usage, nous poserons 
ou o’u 00 
uU, = s RE er o,=; s 
OL, 02,02, ' OL, 


nous conviendrons, en outre, dindiquer par lindice superieur Ö la substitution 
des valeurs particulieres x), &, x; aux variables &,. &,. x;; nous aurons ainsi 


4 





0 BD 0 0 
ou o’u 
u) =I- ) j u, == (+ _) j etc. 
IL, 70 OTI;,OTX,/0 


en convenant aussi dindiquer par la notation ( ), la substitution ci-dessus 
mentionnee. 
5. Ces notations &tant admises, les equations d’une generatrice (d) de 


la surface asymptote seront 














oP oP oP 

’ Or° 8x or° 
(3.) (0) . . "2 uns —- “ avec Ti _— V. 

u ’ U, U 3 


equations dans lesquelles 
A.) P= zutmW+2 + te. 


Nous poserons encore 


Ur Un U; 
oH 


OUu,;s 





(9.) H = Un Un Uy|s H,= 








Us Un Us; 
Le theoreme des fonclions homogenes nous donne les identites 


6.) zu tm tu = mu; 


7) tut ua + U = (m—1)u,, ou r=1,2, 9. 


La resolution des trois equations (7.) par rapport A x. &%. 2,. conduit a 


8) H=(m-1)wH,+wHa+0H,), ou r=1.2, 9. 
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Les equations (3.) de la generatrice (d)) peuvent s’ecrire 

U tun + 2, U, + te Au). 

+ un + mu, + = AN, 

U + U: + U, + to) = Auf 

avec la condition 
(0, ,%)= WW" —=0. 

Multipliant ces dernieres &qualions respectivement par H,,. H;,. H;,; puis par 
H\,. H;,. H;;: ete. et ajoutant, on donnera aux @quations de la generatrice la 


forme suivante 
+6 _ Hz, +G _H'a, +68 
(10.) (0) R & 2° 2 2° k 


lavece "0 e 





en designant par les lettres @,, @,, @, les fonctions dont le type general est: 
(11) @G,=vuH,„+v%H,+vH,, oü r=1,2, 3. 


En multipliant les trois egalites (11.) par ”,. ®,. #,. et ajoutant, on a, d’apres 
S.) et (6. 
(12.) u, ++ uG, — He. 

7. Remarques. 1°. On voit encore, par les equations (10.), que 
la generatrice de la surface asymptote est parallele a la direction asymptotique 
correspondanle. 

2". Nous pouvons constater aussi que les coordonnees du centre de 
la surface ($) sont. d’apres les equations qui le determinent et les notalions 


adoplees. 
G 


v 
u G 2 wi 3 


ge 


la generatrice (Ö') passe done par le centre de la surface S qui corresponid 
a la direction asymptolique parallele a cette generatrice.. Nous aurions pu 


profiter de cette propriete pour eerire immediatement les equations (10.). 


3°. Si l’equation de la surface peut etre amenee a n’avoir plus de 
iermes de degre (m—1). les equations (10.) de la generatrice deviendron! 





it; 


ee er" 
il est alors visible que les generatrices (d') decrivent le cöne u(z,. 2. 2,) =. 
4°. Lorsque la solution (x), x). x,) salisfait, en outre, a la condition 


H(x,9%,2%)=0, ou H’=0, 
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les equations (10.) donnent, dans ce cas, £=0; et les equations de la gene- 
ratrice (d) sont alors 
be 
(P) zu tm + nu +te = 0; 
ceite generatrice est done a linfini dans le plan (P). Or le nombre des 


solutions du systeme 
B=-0, u=®&, 


est egal a 3m(m— 2); done 
I! y a sur la surface asymptote 3m(m—?2) droites a linfini, paralleles 
aus 3m(m— 2) aretes dinflexion du cöne des directions asymptotiques: ces 
droites sont respectivement dans les plans asymptotes correspondant dä 
ces aretes. 

Nous ceoncluons de la que le plan, a linfini coupe la surface asymptote 
suivant ces 3m (m— 2) droites, et, en oulre, suivant une courbe du m’”" ordre. 
laquelle est la courbe de contact de la surface asymptote avec la surface pro- 
posee U; done la developpable asymptote est de l’ordre 

m+sm(m—2) ou m(3m—5). 
resultat que nous relrouverons tout-a-l'heure par une autre methode. 

NB. Il peut arriver, pour certaines valeurs speciales des coeflicients. 
que la generatrice de la developpable, correspondant a une arete dinflexion. 
ne soit pas a linfini. C'est ce qui a lieu dans la surface 

teten tt... = 0. 

Ss. Ordre de la developpable asymptote. 

L’ordre de la developpable est egal au nombre des points en lesquels 
elle est rencontree par une droite quelconque; nous resoudrons cette question 
en cherchant le nombre des gencratrices (d) rencontrant la droite arbitraire- 
ment choisie. 


Les @quations de cette droite peuvent se mettre sous la forme 


zz At u At 2 .—Atl_ ’ 
. zu: u _—— — m N [7 
a a, a, 





\2, = mo+ At, 
& = + Abt, 
I; = 4,04 Ast, 


ds Ay, Ay; Ay, As, Az. designant des constantes tout-a-fait arbitraires. 
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Pour obtenir lintersection de cette droite avec la generatrice (Ö). il 
faut remplacer x,. X, 2;,, par les valeurs precedentes dans les equations (10.): 


il vient alors 


Mag + HAM) _ Mag +@ HAHN) _ Wa,o+ (6 + A, 





„0 0 s5 0 
Di, T, LT, 


Pour que les deux droites se rencontrent, il faut et il suffit que les valeurs 


} r r . . A r . 12 ‘ 
de -_ donnees par ces equalions soient les mömes, car les equations (13. 


’ h "FE 5 ’ be 
determineront alors les coordonnees x ler ale 2 du point de renconire. Si 


nous designons par —k la valeur commune des rapports ci-dessus, on a. en 
eliminant les indetermindes Ho, t, et k, V’equation de condition 


a, @/+4A,1 2 


a. & %+AH| =0. 


a 0 @%+4A;,H 





Le nombre des generatrices (Ö) rencontrees par la droite (13.) est done &val 
au nombre des solutions (#,, >, 2;) communes aux deux &quations 


I 


| 


4a % G+A, H 


Fa. 2,)= |, m m+A; H\—0. 
(14.) ee. | 
| u, 5 G+ A,H' 


U (2, %,,%;) - 0. 


homogenes en 7,. 25. T;. 


Y 


Or les fonctions @,. @,, @;. H sont du degre 3(m—2) en &,. 2;. r;: 
la 1"" equation est, par suite, du degre 3(m—2)+1 ou (3m —5); la 2°" est 
du degre m; done 

La surface developpable asymptote est de l'ordre 


N = m(3m—5). 
Nous remarquerons de suite que l’equation de la developpable asymptote ne 


depend que des coefficients des fonctions x el » ou y,„ et p„_.- 
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$. I. 
influence des points doubles a linfini de la surface U 
sur lordre de la developpable asymptote. 
I°. Identit&s. 
9. On a d’abord les identites suivantes dejä eerites (6.) et (7.): 


n—J3 
1.) u tn + = mu. 0u Lc,u, = mu, 
n l 


„ 


\2U1+ 9a. +2U, = (m—l)u, ou ZIr,u 


ı 
( 
\ 


m—1)u.. 


ın 


l 
oa r=1. 2 3. 


En differentiant une et deux fois les identites (2.). il vient 





\ 
n =3 
’ . OU;,-y 
3.) Ss. = (m—?2)u,. 
n—1 O7, 
= 3 ? 
OU OU 
\ a} rn 1 ’) 
1 > I n 2 ud m - ‘3 2 
a OLOT, O2, 
car 
ON ,; ou,, 
or, or, 


„a 3 
N. B. Dorenavant, au lieu du signe sommatoire I. nous ecrirons seulemen! 
n—] 
>, en convenant dindiquer par la quoon devra faire la somme des resultats 
obtenus lorsqu’on donne a lindice » les valeurs I, 2, 3, dans l’expression 
soumise a ce siene. 
Posant, comme nous lavons deja fait 


| Hı Un Mız 





= 


OU;. 


(9.) H — er Un Un3|» IH. _— 
| 


Hr Mn Us! 





on a les identites 


>, \=u,.H,, == Mi, 
(6.) = 


\ Zu H,, er V. 


La resolution des @quations (2.) par rapport a x, donne 


7.) z,H=(m-1)2uH,, oü r=1, 2, 3. 


Differentiant une, deux, et trois fois ces dernieres identiles, on a successive- 
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n 

” 
ie 
i 

» 

N 
zn 
2’ 
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ment, eu egard aux relations (6.); 








oH 























ET rZ a 
OL; OL, 
(9) oH n oH 
2, —— = (m-1)2u—; r>s. 
OL, OxX, 
o’H & T, Em = 6) ’H,., ; 
e.— — (m— m—1)| Eu, 5 +34, — ; 
r 0x} ( + ur x; I n ox} J’ 
”H oH . oH . "7 
(9. Lu. — (m—-2)—+(m—1 u, — 31... -——-[I: r 
"0,02, | ) Or, | ) 3 M ” 0X%,0%, - 
°H 2 n 7’H -—>e 
© o'H,;n rs 
— m—1 Zu ->u |; 
"08,0x; ) ” = i; "O0;  !s: 
n 2 
98 J H,., 
o°’H A 2 nı 0x? 
ui = (m Mm — ) \ 2 en 
r ‚oO nr coH,,, << oO H,. 
5 U, na 
L; O w 
0° rn ' . o’H,.. 
/ o’H o’H Ins 2 ” I8,OL 
(10.)2,— nn = (m-I) — +(m—1) e Pe 
ERRETTEN ia S Uns oH, n 1 > oO °H,. 
| ? a 
x, 08, " 02708, 
OH Sy o’H,. 
o°H o’H U; Or,0% O0, | Te 92,0%, (r 
77T TEEN (m—1) 3 ’ Ir 
e , ke u. un en "+3 © H,. 6 























— (m—2)H-+(m—1 )Eu 


oH,, 

















A er - r = 
" 0%,0%,0%; 


La differentiation successive des identites ”e nous conduit 











* Un w oH,., oH 
“ H.„+Zu,. n - u 
11.) a Eu 
\ i 
” zus > oH,, 
I Hnt+=u, = (, r>s. 


“ Ou,. OH, 


or; 








< 0X; 


+ ZH, 
(12.) 


> 


O’urn 


. OMUsn OH, "n 


urn oH,. 
= ee 

o’H,. 
® 0%,0%, f 


ou sn oH,., \ 


tu 








vr. 


WIN RAT 


< 
or, -r4 o%; or; 


a Pi 
— 0, = Ss. 
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Nous aurons encore a faire usage de lidentit& suivante 


a) BIS ER, -8 8 


Ou,,Ou,, s 1 1 
i 





Differentiant successivement par rapporl a z,, &,, z,. on a liidentite 


OH, , 98 
ou De ee = 

















o°: ui . . | | zT Mi x; oO L ;O Ir e  d2,0%, OL, 
OU,, OUr ; | ng 
ar re ı OH, OH, . 
O2, 00,0%, di N - Ei 
== C Fa O7, 0%% 
| oO H oH yy 
+ - (0 i 2 
02,0% ‚Orr ou, ou, at | -| N - a 78 H,, 
1 } 
er u \ | oO; 02,0% 
14) a I u 
no O° Re . I \ © H, S o’H, S 
gu On, On, , Sl ee MR, ei 
TERN, : : ı OLOL,;OTK 1 080%; d IC; 
COX; COX or, 


on. O’B,. 
er IH. pr N he Pe 
a une „Pr. pm 

On, Our; oO; 02,0%, 


en cH 17 
u 2 N 2 ser rn Zu ne N OH, S o’H,; 
O%X; om, © Fin \ un I { 











2 OR;Or 


\ 
le siene 5 indique une somme de termes formes par les combinaisons sem- 
gne \ | 
hlables des trois indices £, j el Äh. 
10. Les fonctions @, sont definies par les egalites (11.) du $.1.; ona 


n 


(15.) G=>eH.. ou r=1.2 ou 3. 
\ J ’ n rn , 


On obtient en differenliant successivement: 


0G, N 



































(16.) — = >09, — + BT mE — 
OL, OL; or 
/ 4 =- ov n O Hm wo 00, oH,, 
De 
Ox;0X, | ö°H,. 
=2v0,.- - wi SH, BEE» 
\ 02,04 008, 
> oO’H,. E: O’dn 
’ 02:02,0% "002,08 
hd ov, oO ıH. N be Ö ’D, oO H, n 
R u <a = u Ar veose. — 
18) 0'G, 0X 080%; 02,02, O&ı 
\20., ze ur z na ‚ 
TURERRENEER |. 5 00 OH — 0%.  oH.. 
an a: +7 
Or; 02,0% 02,00 0% 
0, o’H,. n. 0’0 coH, n 








2% 
r OR; ox, OX;; r Or; 0%; OL, 


27% 
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Nous deduirons de suite de ces formules les differences suivantes qui se pre- 





senteront frequemment dans nos calculs: 






/ n 
| I; G; I; G; u >> _v, (2; H. In x; H,,) b) 


n 


f \ 
(19.) | 03 GG —ı (Fr; — =0,(5; H„—%ı H,,)» 
















n 
n—-mG = >, (2, H.— 





2% H,.)- 
























| 0G. 0@ OB; ON: ov 
») rein AT HET | 
F 2 or, 3 or; n 0%, 3 0%; Or, ( u » %; H,.)-. 































































Date H,,— x; H,,) 
2 _ ov, oH,,, — „gr n oH: n oh: 
| 1 (ne Me) Sen („eo 
| or; or; or; or, 
U BE ; ’ 
\ * 00; 0%, 04% ’ 0,02,00 
ax - O®H; O®H: Zu... 
Pa < j n N < n / 
Ya u V®,. (x Fu rn rm Bat I: n m 7 ) — "7 n a / ’o — / ® > 
a ? 00 08,0% * 00, 02,08% 020, 08,0%; (Miu, 
Ag j a OD, (x; hi. = ARMEE = u > 0) ’d (x OH, a oOHs, ) 
3: (22.) 77 02,04 Er re 2 dag - vr a 
e > 4 OD, (2. OÖ u re a, > O’D, ( oH,,, OHs,, ) 
a or, O2,0x; ’ O8,;0r% 02,02 N” or, ’ dm, 
“ $ Od, ( O’H;. — 1, 0’ "Ha, =>) -f oO’, ( cH,, OH: ) 
gen ” Or; 00 3 08,0% 08,0%, ?® os, 3 Or, 
1I°. Expos@ de la question. 
n 11. La direction asymptotique (2, x, @,), correspondant a un point 
double de la surface (U), doit salisfaire aux relations 
e u. nz ) 
E: (23.) et 
7 ® (21, 2 x) = v — 0. 
3 . . 
H Remarquons que lorsqu’on transporte les axes parallelement a eux- 


memes, les termes du degre m (c. a. d. du degre le plus eleve) dans l’equation 





TREE U ec 


Painvin, points a Finfini sur les surfaces algebriques. 209 


de la surface U ne changent pas, mais les termes du degre (m-—1) sont alteres 
par celle transformation; autrement, lorsqu’on modifie la position des axes de 
coordonnees en les laissant paralleles, la fonction y,(z, y,3) ou u(z,, 2%, 7; 
reste Ja m&me, mais la fonction Y,_, (x, y, 2) ou (x. 2. 2,) change de forme. 
Nous allons demontrer que 
si larete (x),@,,.x,) est une arete double pour le cöne U, , &r, 25) = O 
et situee sur le cöne ve (x,.20%.7;,)= 0. on peut, en general. transporter 
les axes parallelement ä eux-memes de maniere que cette arete soil 
aussi une arcle double pour le cöne represente par l’ensemble des nou- 
veaux termes du degre (m—1). 
Soit en effet, lV’equation primitive de la surface U: 
u(8ı 5%, 05)+ te (01, 02, 0) + le (2, 0,5) +: 0 
ou, en supposant t=1: 
(24) (2,20, %)+0 (0,2, 5)+Ww(, 0,05) +.- = 0. 
Posons 


a, = DD, =b+ Mr, I =4; +93: 


'equation de la surface prendra la forme 


/% bıs 3 ‚ | er | 
24") ul yo Y)+ yo )+ Wiyı, 2, 4)+- = 0. 
ou V designe l'ensemble des nouveaux termes du degre (m—1), et a pour valeur 
ou ou ou 
25. V’y:%,%) = ıh=—- 4m — +0. — tel Ur y.). 
( ) (Yı . Y: , Y / oy, - oY, I OY, I Y Y: Y;, 


Or si [on suppose les relations (23.) verifices par la solution (x. x. x). on 
pourra disposer des arbitraires a,. @,, a;, de facon que les valeurs 
„u RP „u 
Yı= T» Y:  ' Urn wu, 


annulent les derivees premieres de la fonction V. En eflet, ceci aura lieu, si 


oV 
) au ta + aut 0, 
0 








oY, 
oV | 
(26.) öy ) — (d, u, +4, u q, u", + ©) Zu 0, 
J2 
oV 
E ) = HU + BU + +0 — 0). 
3 


Si Fon multiplie ces equalions respectivement par &), &,, x), et qu’on ajoute, 


on trouve 
au ton ta + = (0, 











Ba BOBE ee van 


u a 





a a a Ks ee re - 
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ce qui est une identite, d’apres les relations admises (23.). Les trois @quations 
(26.) se reduisent done ä& deux &quations distinetes; on pourra, par suite 
transporter les axes d’une infinite de manieres. de facon que la direction 


(77, 2, 05) Soil une areie double pour le cöne Torme par Vensemble de 


[ \eme 


nouveaux termes du (m—1)""" degre. Dans cette transformation, les termes 
du m“"“ degr& ne changent pas; par suite, les relations qui ont lieu entre les 
ceoefficients de ces termes subsisteront encore apres le changement des axes. 

La proposition Eenonc6e souflre cependant des exceplions. Si. dans 
les equations (26.), on regarde a,, A,, a,;. comme des variables, on aura un 
systeme de trois plans. Dans le cas general que nous examinons, ces trois 
plans se coupent suivant une meme droite; mais il arrivera que les trois plans 
(26.) sont paralleles, si (x). x. x,) est une arcle de rebroussement du eöne 
a (%, %5, 2); Il pourra arriver aussi que les trois plans soient a lVinfini, si 

\ 


ardte (2). 2%, 2,3) est une arete triple du cöne a(X,, X. x,); ce sont les seuls 


cas exceplionnels. 


12. Pour etudier d’une maniere complete linfiuence. sur lordre de 
la developpable asymptote, des points doubles a linfini de la surface U, il 


nous faudra done examiner les cas suivants: 


1" cas. La direction asymptolique (x), x,, x,) est une arete double ordi- 
naire du cöne u(x,.%,x;,) et apparlient au cöne v(X,, %, %;). 
D’apres la premiere hypothese, on aura 
=0, W=0, W"=0; les H,>0; 
et. d’apres la remarque precedente, on pourra admettre que la deuxieme 
hypothese o (x). 2,.2,) ou e'—=0 entraine les trois relations 
o=0 =0, = 
2" cas. La direction asymptotique (x), x, x,) est une arete de rebrousse- 
ment du cöne u(%,,%,,&%,) et appartient au cöne v(X,,.L;, %;). 


La premiere hypothese entraine les relations 
=0, %=0, w=0, et H’=0; 
quant a la 2"" hypothese, elle ne peut pas @tre modifice, et l’on ala 
seule relation 


3" cas. La direction asymptotique (x, 2, 25) est une arete triple du cöne 
u(%,, %;, ©) et appartient au cöne v(x,.,%:,7;). 
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La 1” hypothese exige les conditions 


u = 0 
Ja 2"" hypothese ne donne lieu quä la seule relation 
"0. 
4"" cas. La direction asymptotique (x). x, x,) est une arete triple pour 


le cöne u(x,, &%,%;) et une arete double pour le cöne v(X,. X. X7;z) 


Cette double hypothese entraine les relations 
no & = 5-9 $=>0 


Nous allons faire maintenant la discussion de ces differents cas. 


III’. Discussion. 


Premier eas: 


13. La direction asymplotique (x, x2,,2;) est une arete double du 

cone U(&,, %, 2) = 0. ce qui donne 

(27), 4=09, #=0, =0I, da W"=0; 
et lon peut supposer quelle est aussi une arete double du cöne ve (z,. 2, 2;,) =. 
ce qui donne 

8.) - = 8-0 5-09 da d!"=0. 

14. Pour determiner l’ordre de la surface asymptote, nous chercherons 
le nombre des points en lesquels elle est rencontree par une droite arbitraire 
telle que 

© = 0a+Ä,t, 
(29.) = 094 At, 
% = 09-4 Ast. 





En reprenant les raisonnements du n°. 8, nous voyons que le nombre des points 
de rencontre ou Zl’ordre de la surface asymptote est egal au nombre des ge- 
neratrices communes aux deux cönes 

a © GrAH 

8) Fa.%,5)=| m %+AH|l=0, 


G %&% @%+4A;H 
(30".) u, 2,25) = 0. 





















Pe 


Der 
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Developpons la fonction F et ses derivees 
Ad, (3 G,— I; G;) +4 (2; 














G— G;) +4; (z\ 


(1; —IT (1, 











30.) 
—+d, H(«; A; A;) +4 H(z;A, —T, A;) +4; H(«, A, — I A, 
Posant 
E, = GG, —a,@,;. Yu — m A; — — 4, As, 
(31.) = a; 6, — a,G;. = A, —44;. 
E;, =, —-4G,; 27 
on a: 
06, Ö ’G, ee 0G, oG, \ 
je: ra T; 7 )+a (2 - 7 = GG) 4a,(e, 7 ran, a) 
IF 
a ee! ’ au oH ‚ OH 
) or, Ben oz, ra,(23 A, — x A3) —— dx, + d;\ (2,As- -mA 1) 7 7 
— E,—o,H: 
Or _ 
02,0%; Pr 
i 2 ö 
0’G, 0°G, ee ( 0°G, Be line nn) (2 0°G, 0°G, \ 
/ "Wr —-—r a) re a mu 
AR Nalaz 2,0%; or, or; Te 2 5, COX vn 02,0; +4; er 1;OX; mr 
ch. Kaaddh o°H | BE o°H 
rd, (2,4; — %;A;) 92,0 Dad A A;) zZ; te 2, A, —%I Aı) dx. 02 
aE, OE, an ah 





> ——Ul, — N, 
or 0: ' 08; ’ 0% 


15. Nous allons d’abord ecrire les relations partieulieres qui resulten! 


des hypotheses (27). savoir: 


»h wu We 


On conelut immediatement des identites (7.) 


7 


(34), HM’ = 


u — 0. 


0. 


1°. Puisque les H,, ne sont pas nuls, 


la comparaison des &quations 


[ournies par les identites (2.) et (6.), ou l’on introduit les hypotheses (27.) e! 


'34.). nous conduit aux relations 
© Beine 


et nous poserons 
HQrRbıs hr 
(35° 9° > Mrz 
Les identites (8.) donnent visiblement 


(36.): 





oH 
OL, ) . 


= ‚x 


— UV. 














2". 





- ( o’H 
ri er er Br 
i OT, or; 
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Eu egard aux relations (27.) 


213 






et (36.),. on deduit des identiles (9.) 


(m1)[£u,° ai "| j 


u 


cette egalite aura lieu quelles que soient les valeurs respectives des nombres 


r, s, i, egales ou inegales. D’un autre cöte, les identites (11.) donnen! 
d’apres (36.) 
Ri; Sr un 
Zu, | nn S—pR H,.) 
OI, Jo _ OX, 


on eonelut de la 





of OH 
T, Kon „ VEREER . 
OT,OX;/0o 


Les relations (35.). (35’".) et lidentite (3.) 


| 
l 


Ä Ela Oun 
-(m—1)[x- S _— —H,.]. 


nous permettent de transformer 


le second membre de cette derniere egalite, lequel devient successivemen! 


n 


— (m—1)4,2r 
definitivement 


(37.)ı 


n 


ei on 


3°. Eu egard aux relations (35.) el 


oH,, 


» 
er. 


n 
| =«..° 


n ’ 
(z Un 


puis, d’apres lidentite (3.): 
(38.): 


egalite qui a 


Si. dans cette derniere £galite. 


laissant a © une valeur fixe, el 
obtenues avec celles que fournit 
tient les nouvelles relations 





OÖ Uni 


OL, 


Cd 


Or,0%; 70 








lieu aussi lorsque s = 


: -(m—1) (m—2)4,u,;: 


= — (m—1)(m—2)wu),. 


les identites (11.) donnen! 


(36.). 





' « ou. 
+41, < "| = 0; 
V OT; 
oH, 
+1 m—2)4,u,, 0: 


1. 2. 3, 0 


que l'on compare les trois @quations ainsi 


on fait successivement s 


le groupe (2.) dans le cas actuel. on ob- 












































_ oH,» oH,; 
a (m — 2) / = | 
h ox, fo Nox, /o 
mo Ve: ee ’ 
©, x, v, 
oH, oH,» oH,; 
r (ZT) 5 27 +(m—2)}, ( ) 
( 39.), OL, 1 ir 02, / 0 
| 2° Er z? 2» . 
oH, oH, oH, z 
(= ") (= 2) (3 2?) +m-—2 4, 
OL, Be OL, OT 0 
x’ . ar 2’ 
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16. Nous allons maintenant demontrer que la droite (x), x. x) est 
une arele double pour les deux cönes F et a [n’. 14], et que les plans tangents 
suivant cette arete double sont les memes. 

1’. D’apres les relations (28.), les valeurs (15.) des @, sont nulles. 
et lon a 

0) GV, G=0 K=0: 
et comme HH" est aussi nul, on voit que larete (x), x, x,) apparlient egalemen! 
au premier des cönes (30.), savoir au cöne Pe —d. 
2‘. D’apres les relations (40.), (34.) et (36.), l’expression (32.) des 


ne depend plus que des binömes de la forme 


oF 





or, 





or, eu egard aux hypotheses (28.), la valeur (20.) de ces binömes ne depend 
plus que des quanlites 
(X H,, —.d; H,,) ’ 
quantites nulles, d’apres les relations (35.). Done 
a oF 
Me, de) 
OTL,;/o 
e. a. d. que la droite (x). &,x,) est aussi une arete double pour le cöne 
F(2,; 2%; %,) =®@. 
3°. Les relations (28.) et (35.) nous donnent pour les valeurs (16. 











06, 
des — 
OL, 
06, 0 
— Sy u —— 7 ne ’ —— 7 U — 
r — ,= I, — Le ie — ),.(m 2)e, 
OX, OT, OL, 


et, d’apres (28.): 





a2) (&) = 0. 


OL, 


4°. Eu egard aux relations (40.), (42.). (36.). la valeur (33.) des 


or e reduit 
EEE se ” s 
or, Or, 
0’@. 96, o®H 
a (m a — 7 Eu a, (8%, A; — 23 A, 
092,08, +a(®: ’ He Or, 
a 


D’apres l’egalite (37.), le second terme a pour valeur 
— 4a, (23 A; — x A,) (m —1)(m—?2)w.w,, 


La 1" expression, dont la valeur est fournie par les formules (21.), se reduit. 
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en verltu des Egalites (28.) et (35.). a 
. 00m ( oH,;, x uch ai „ 00 ( 


or, or, 





oH;, 


or, 00,7 





To nn I 3 r To 
or; or; 


La reduction de ces sommes s’opere aisement a l’aide des relations (39.): et. 


si on tient compte des hypotheses (28.). on a definitivemen! 


. o’F 
(43.) ( = Ru,. 
: OT; OT, /o 
en designant par A la quantite suivante independante des indices ö et j 
-(m—1)(m—2)w|a, (9 A;— 3 A)+% (3A, — 2, A;)+a, (8) A»— a3 Aı)]. 
Or l’equation des plans tangents au cöne F suivant l’ardte double (x). x). x) est 
\ o’F 
Ser ———— ) =: 0% 
- ’\ 02,0%; /o 
cette equation devient, en v substituant les valeurs (43.): 
zu + un t+ u + 20,0 U + Ir, 2, U, + 22T, U), 0: 
c'est pr&eisement l’equation des plans tangenis au cöne w(x,.2,.0,) = 0 suivanl 
larete double (x). x), 25). 
Comme consequence de celle analyse du 1” cas, il resulte done que 
Les deux cönes F(x,. %.x,) et u(x,. 25. 7,) ont en commun six aretes coin- 


cidant avec la generatrice (x). 5, %;). 


Deuxieme cas. 
17. La direction asymptotique (x,,.,.x;) est une arete de rebrousse- 
ment du cöne u(x,.%,.x,): on doit done avoir d’abord 
a) “er “warn et Feet, 
puis 
(45., H},=0, doüu H'"=0 (45.): 
de plus cette arete appartient au cöne v(x,.25,2,). et lon ne peut pas 
supposer, en general. quelle en soit une arele double; on a done la seule 
condition 
46.) ©" =Vd®. 


Nous allons chercher encore le nombre des aretes communes aux deux cönes 
(30.) et (30”“.) et coineidant avec la generatrice (z)., 2). x)). 
18. Les relations etablies dans le 1” cas ne sont plus applicables ici. 


car les identites (2.) et (6.) ne fournissent plus des systemes d’&equations 


distinctes. 


28” 











en 





£ 
i 
4 
| 
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I’. Les relations admises (45.). ou #,,=0, entrainent comme con- 
sequence immediate 
a u = 44.- 
En eflet. on peut toujours poser 
te = 995 When W—kng; 
en cherchant a verifier les relations (45.). on conelut 


9, r 2 
Un = “ . Un = hgy. U; = hg;; 


or on peul encore poser 


EasE Ir LE 9; En I; 
g9ı Sie gıyk, VE E;; yh by) G; ie Yk b) 








Yı» Ja» 9, etant de nouvelles indeierminees; on arrive ainsi aux valeurs (47.\ 
Les identites (2.) donnent alors 
(48.)» X gı+ 2%, 92 + 2395 =; 


et les identites (8.) conduisent a 





FEN 
\ Or; a) 


(49.); 


En ayant egard aux relations (44.). (45.), (47.) et (49.), nous conelurons des 
identites (9.) 

o’H 
(a 


Or, 0X, 


(50.); 


| 


apres avoir remarque que les identites (11.) nous conduisent, d’apres (45.). 
(47.) et (90.), a 


1 Er) +), - 0 


2°. En supposant j=i, les identites (12.) donnent, d’apres (45.). 
(47.) et (49.); 























ou si oH,.; Ousa oH,» OUs oH,; >> o’H,, 
N Pe, : or si 29; In a 
or; 0%, Ox,; 0% X; c; 0X 


en supprimant, pour un instant, lindice 0. Posons 
o o °H, o’H, “2 - ‘ 
2, tee), = 26 Ans 


l'egalite precedente devient alors 











Oua OH, L Oua OH, & Ous oH,; 4 
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egalite qui a lieu aussi pour s=r. Faisons-y successivemenl s = 

















N . oH,, 
et resolvons les trois equalions oblenues par rapporl aux ——-, on Irouve 
OR; 
par exemple 
| our; ou on; | cu oNnız | 
or; ox; or; | or; OX, 
ar 'Ouı On Oüus | (OH, | Oun On | 
(1.) u 5 u : ) un Ag, | / 7: u ? 
or 0% X, O2; /, 02 0; 
ou OU OU Ouz> Oz | 
ba _ _— (3 —— 
| os, or, or; io 95 or, OX, 





Os OU» Ola ’ ON 
3 +93 +95) = (m—2)g,9.- 
. /ıAy ( 


Faisons encore, dans cette egalite, s—= 1,2, 3 et resolvons les trois equalions 
obtenues par rapport a &,, X. z,; on a, par exemple: 

















cum Dun Du | | [ u Ous; 

- - _—- | ıgı ats | 

oX; oX, or; | 91 Om, oz; | 

e ‚ | R 
VRR ou On Ous| u ‚ PR Au Ola; | 
u) | u ml. = (m-2)g|g u 

or, or; oX% | | o x or, 

I 

Os; Ou3o OU | 0 'u3 > Ous3 

n 7 G — En 

or; or, OT; iv | I or, OT; 





Divisant membre a membre les &galites (1.) et (11.). nous conclurons une 
relation comprise dans le type general suivant: 


-; oH,.: A 7 
(9 93.) \, (= ) pri ri a». 
0 


or, m—?2 








—. I 
Il resultera, en outre, de l’egalite = 











2; or, 
aADbıs \ Ar; 20, A;; 
a = 5% 
r 5 


La substitution de ces waleurs dans les identites (12.) nous donnera, en tenan! 
compte des relations (45.). wer (93.) et (3.); 

. o’H,. o’H,; 
(94.), 9 Or, ),+9: en E77 Esel a Aut Ang); 


0x; or, 





cette egalite donne l’egalite (52.) comme cas nel 

3°. Si l’on combine successivement avec la relation (48.) les relations 
(92.) et (54.),. et qu’apres avoir attribue a ö et j des valeurs speciales 1. 
ou 3, on &limine alternativement les quanlites 9), 9%, gs. on sera conduit.» 
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apres avoir pose: 


El, re, ., ® ı[ &H, 
i ul Ox,or 3 
\ 7 Wü o°H,. ö°H.: 
| 559 IK = ale) rn), 
0 or; or, [f) 


uw: 7 7:77 
ir age = Br . a, N eh; ; 


0%; 0x 02,0%; /o 





au groupe des relations suivantes: 


j ‚I Äi ‚1 
| K,ı K,.» - 27, A,ı 2 K,; — 223 A,ı 






























































9, 9 9; 
a (56.), | Ka-2etAn _ Kir _ Krs+ 20 A, 
“BE 9, 9; 9; | 
K,.ı- +22, A, RK, 22° An %, 
9, $ 9% er 
Kr. +2, A, 3 K,.— 2° A.» .. K,s3+ x A,3 
| g, 3 9; u g, 1 
Le ss), | KrıtmAn _ Kat An atAı _ Ks ald 
= 7 9, 9; 9; 
4 PD A,ı I K,. uf x A, ‚DR K,3 +2° A,ı —ı) A, 
9, 9; 9; 
En tenant compte des relations (53”*.), (54.) et des valeurs (55.), on verifie 
E facilement l’egalite 
a (97. )2 9ı KY,+gK’+gK;, = ©. 
3 1. En ayant egard aux relations (44.). (45.),. (47.). (49.). (50.). 
.. 51.). (92.). (54.) et a lidentite (3.), on deduira des identites (10.) les valeurs 
# suivantes: 
aa) 3 
# 3 : 
(58.), m). er onen 
3 
(si) _ une I (Aust An gı 9 + A191 9:). 


5°. Si lon elimine rer les quantites g,. 9, g;. entre les 
deux relations (48.) et (57.), on en conclut l’egalit& des rapports 


x Ss owÜ ogÜü BR 743) mb DÜ 
59 \ °Kz s— a; As x, Ki', —i, K;;: N T, Ki, —r? l,s 
\® « . 2) 


= = a. 
9; 9: 9; 


. Nous determinerons la valeur des rapports ®’ a l’aide de l’identite (14.). 
















































Painvin, points a linfini sur les surfaces algebriques. 





En tenant compte successivement des relations (45.). (49.). (50.). (53.). 


(55.). Nidentite (14.) devient, en supposant, par exemple, s=2, s, =» 





i 


o’H o’H “> i 
(1.) (m—?2)— Be ee N(AuK® —A, K'}, '. 


Ou,»OUu;, 3 0%02,0% 
la somme N s’etendant aux combinaisons des trois indiees ö. j, &. 
Si maintenant on donne a r et r, des valeurs parlieulieres. et quon 
at egard aux relations (53”“.). /58.), (47.) et a la definition (59.) des w”. 
on trouvera pour les valeurs cherchees 
(59), wo = —(m—1)(m—2)g,.u 
19. Nous allons constaier maintenant que la droite (ww)... .0,) est 
une arele de rebroussement pour les deux cönes F et «, ei que le plan tangen! 
de rebroussement est le meme pour tous deux. 
1°. D’apres les relations (45.), les formules (15.) donnent 
we); Bei Kei > 


et comme la quantite H est evidemment nulle, il en resulte pour la valeur 
30.) de F 
Br 


ec. a. d. que llarete (x). x, xy) appartient au cöne F(x,. x, 2,) = 0. 


2°. Eu egard aux relations (45.) et (53.), la valeur (16.) des —— se 


(= m —1 1.2? 
un ä 48 
Eh, Taca ui 


est nul, d’apres I'hypothese (46.), il vient 


(62) () = 0 


\ 


reduit a 


0) 


el comme 





En vertu des relations (45.),. (49.), (60.) et (62.), les formules (32.) donnen! 
a OF 
(68.) Era) — 0: 


c. a. d. que la droite (x), x;, .x;) est une arete double pour le cöne F(x,.x;,,2,) 0. 


4)ı “ » o’F rg . r ” O6 \ 
3°. Caleulons enfin les ——— definies par les equations (33.) 
0x,0%, 
by) v . fm nn faYyı \ IF 
Diapres les relations (49.). (50.). et (62.) la valeur (33.) de re 


se reduit A 





0°G, 
Sal Fr or; 73 Bude )i 





Ft 


En E S ; 
wer SEs- 5 EI 


Ak bee a 


ee  E 


& 


ed rt ER SE 


er rn a OR 


u 
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or, eu egard aux relations (45.), (93.) et (93”".), lV’equation (21.) nous donne 


ee re ): 
" Ox,0%, Bi 080%, aa a St 0%,0%; , 02,08; e 


par suite, d’apres les notations (55.), 


’ o’F ) 2 
1. ———) = a420,K, 30 K’,+a,Fv,K; 
\ ) 0 x, 0%; Jo 1 n 1 + De © 7 3 So, u 5 


Il nous reste ä determiner les sommes qui se trouvent dans le second membre. 


Posons. pour un instant, 


n 


1.) S=3&0K),=0oKy,+oKR},+0K;,,; 
on a. en outre, d’apres (57.), 48.) et (46.): 
2.) O=gKÄt,+nKN,+gnK,; 
3.) I(aygaitnn+gE; 
(4) 0O=-V"=- met ++ 23V. 


Kliminant dabord les x, entre les @equations (3°.) et (4”.), il vient 





* u FE „0 
(5° gr, — 9; ® , a 9; ®, 9,%; ie 9,d, Pr, u " . 
’ = 2° x; 


puis @eliminant les A,, entre les equations (1°.) et (2°.),. et tenant compte de 
l'egalit&e des rapports precedents, on trouve 


95% = (3; K},—2;K},). 


Ei enfin, d’apres les relations (59.) et (59"“.), il vient definitivement 














64.) H=oK’,+%K},+0K,, = —O(m—1)(m—2)g,.u). 
oO’F 
Nous aurons, par suite, pour la valeur (1.) de 
65.) („— = —9(m-1)(m—2 | )- 4, 
5) Ga, = Pam) m-2agrmgr ag), 


9 etanl une quanlite dont la valeur est independante des indices i et j. 
Or Vequation des plans tangenis au cöne F(x,. x,, z,) suivant l’arele 


N ur. Ir Bee = eh 


double (x). x). x) 
cette equation devient, en y substituant les valeurs (65.): 





est 


ZU + Prua+ 25U5+ 20,00: + 20,0, U +20 un = 0). 
vu 


(1 + or /E +139;)" = 0; 
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ce qui est precisement l’equation des plans tangents au cöne x(z,, 2, x,) — 0 


0 


suivant l’arete de rebroussement (x, x;. 5). 
Comme consequence de cette analyse, il resulte que, dans ce 2" cas. 


Les deux cönes F(x,, x%;, 2;) et u(z,,%,, 2;) ont en commun six aretes coin- 


cidant avec la generatrice (x), &ı, X). 


Troisieme cas. 
20. La direction asymptotique (x. ©). x) est une arete triple pour le 
eöne U(Xı, &, &3); on doit done avoir 
(66.,;, @,=0, quels que soient r et s; 


et, en outre, cette droite est une arete simple du cöne ve (x,.2,,2;)=0; d’oü 
la relation unique 


(7.5, "=0. 
21. 1°. Comme consequence immediate des hypotheses (66.), on a d’abord 
(68), =0, =, %=0, du W"=0: 
(68°°., H’=0; H!,=0. 


Les identites (8.) et (9.) donnent ensuite 


o’H 
(———_) = 0. 
OX,0OX, /o 
Les quantites H,, etant des fonctions homogenes et du second degre par rapport 
aux @,,, on a evidemment 


(69.); 





(70.), (es ), = 0: 


Or; 
et les identites (10.) donnent alors 


Bi re 


02,0%, 0%; /o 





2°. Differentiant encore une fois les identites (12.), et introduisant les 
hypotheses actuelles, nous trouverons 


N 


Faisons d’abord k=j=i, puis donnons ä s les valeurs 1, 2, 3; les 


"Oln O’Hm 1 Msn o’H,. 
O2, 02,0% 02%; 000% 








u} 


Irois equations ainsi obtenues, comparees avec celles que fournit la relation 


Olsı Aus , Ous 
z 4 XI 2 —- = 0 
or; or; or; 
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lorsqu’on y donne aussi a s les valeurs 1. 2, 3. nous conduiront aux relations 


x “Hrı 6) =) a. ze): 


wir Ms 0 nn 











(12.); 


x, 


Eu egard ä ces FE nn Tgalite (I) nous conduira, a laide 
d’un caleul semblable au precedent, aux equalions 
o’H,.ı o’H,: o’H,; 
a ( iin =) nt: nn >. 02,08, ) 
(72 .)3 — 2° 


x, 3 

















22. Nous allons constater maintenant que la droite (x). x, 5) esı 


aussi une arete triple pour le cöne F(x,, 2; , 25) =. 
D’apres les relations (68.) et (70.), les formules (15.) et (16.) donnen! 


d’abord 





() 0G, 
3) 8-0 (),=0; 
et, par suite des relations (68.), (70.), (72.) et (67.). les formules (17.) donnen! 
0°@, 
4) (u) = 0. 


or; or; 


Les equations (30.),. (32.) et (33.) donnent alors immediatement 


3) P=0 ()=0% (2), =. 


En poussant plus loin les calculs on constaterait que les Ö’F ne sont ni nuls. 
ni proportionnels aux O’u. L’arete (x, x, 23) est donc triple pour les deux 
cönes F et u; par consequent les deux cönes F(x,, 2, %;) et u(z,, x. 7;) 
ont en commun neuf aretes coincidant avec la generatrice (x, %. 5). 








(Quatrieme cas. 
23. La direction asymptotique (x, 2,25) est une arete triple pour 
le cöne u(X,,%s, 23); €. a. d. que 
(76.),, %,=0, quels que soient r et s; 
et est. en meme temps, une arete double pour le cöne v (&, X, %;); ec. a. d. que 
Tr, od =0I, 9-0, 9=0I, du "0. 
24. Les relations des n® 21 et 22 sont applicables ä ce cas; les 
formules (18.) nous donnent en outre, d’apres (77.): 





(FO) (en }. 
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et on conclut immediatement de l’identite (33.), apres l’avoir differentiee. 


N 
cn 
OX;OL;OL% 0 


c. a. d. que la droite (x), x, z;) est une arete quadruple pour le cöne F. Done 


Les deux cönes F(x,, &,x;) et u(z,,%©,x;) ont en commun douze 


aretes coincidant avec la generatrice (x). 5, X;). 





IV®. Concelusion g@ne£rale. 
25. Nous venons done de demontrer que, lorsque la surface U possede 
un point double a linfini, les deux cönes (30.) et (30°) 
Fa, 5), vw2,2,2)=0 
ont en commun, en general, six areles coincidant avec la direction asymptotique 


(27.0. 2,) correspondant au point double. Lorsque llarete (x). x. x,) esl 


triple pour le cöne «a(z,, 2, &,) = 0, les deux cönes auront en commun neuf 


ou douze aretes coincidant avec larete (x). x. x,), Suivanl que cette droite 


est une arete simple ou une arete double du cöne e (x... 2;)=0. On sail 


dailleurs que les solutions communes a ces deux cönes determinent tous les 
points en lesquels la surface asymplote est rencontree par une droite quel- 
conque, et font, par suite, connaitre lordre de cette developpable. 

Or, pur (v=%.,% =%.%=7), les equations (10.) $. I de la 
generalrice (d') correspondant ä cetle direction asymptotique se r@duisent a des 
identites, puisque les quantites H et @, sont nulles; il n’y a plus, en effet. 
de plan asymptote, ilny a plus de generatrice (d) correspondant ä la direction 
asymptolique (X, &;. %;). 

Par consequent. le nombre des generatrices (Öd), rencontrees par la 
droite arbitrairement choisie, sera egal au nombre des aretes communes aux 
deux cönes F(x,,2;.7,). u(&.%;,2,) et distinctes de llarete (1.05. 235): 
e.a.d. egal A 

Im (3m —5)—6]. ou [m(3m—5)— 9]. ou [m (3m —5)—12| 
suivant que la direction asymptotique (x). x, 3). qui determine le point double. 
est une arete double du cöne x(z,, 2, 2,); ou, une arete triple pour le cöne 
"(2% %,) et une arete simple pour le cöne ve(&,.2,,%); ou, une arele 


triple pour le cöne « et une arete double pour ie cöne e. 
29 * 
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Donc 

26. Lorsque la surface U a un point double a linfini, Tordre 

N = m(3m— 5) 

de la surface asymptote est diminue, en general, de six wunites. Lorsque la 
direction asymptotique, correspondant au point double, est une arete triple du 
cone Y,„, la diminution sera de neuf ou de douze unites suivant que cette 
direction sera une arete simple ou une arete double pour le cöne Y„_ı- 

Ces derniers cas se presenteront respectivement lorsque le cylindre 
asymptote, correspondant au point double, se reduira a deux plans dont un ü 
Finfini, ou a deux plans a linfini [n” 25 et 26, 1”* partie]. 





$. II. 
Recherche des directions asymptotiques de la surface asymptote. 


27. Pour les recherches qui nous restent a faire, nous nous placerons 
dans le cas general oü la surface proposee U n’a pas de points multiples a linfini. 

Nous completerons d’abord l’etude pr&ecedente en cherchant a deter- 
miner linfluence des aretes doubles du cöne des directions asymptotiques sur 
l’ordre de la surface asymptote, en supposant toujours que ces aretes doubles 
ne correspondent pas a des points doubles a l'infini sur la surface U, ce. a. d. 
que cette generatrice du cöne a(z,, X, %;) n’appartient pas au cöne © (X, X, 7;). 


I’. Influence des arötes doubles du cöne des directions asymptotiques. 


28. Considerons une arete (x), 2,25) que nous supposerons double 
pour le cöne #(2,,22,23)=0, c. a. d. que 
79.) v=0, %=0, %=0, deu W"=0; 
et admettons, en outre, que cette arte n’appartient pas au cöne © (2,2, 2;) =(). 
c. a. d. que 


Nous aurons a examiner deux cas: la droite (x), ©, x;) est une arete double 
ordinaire du cöne #(&,, X, &;), ou elle en est une arete de rebroussement. 
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Premier cas. 


29. La direction asymptotique (z,,%;,x,) est une arete double du 
cöne UlXı, &r, X), €. a. d. que 





u=0, »=0, 5-0 du W=0, 
et H,, =d. 


Les relations du n°. 15. sont applicables a ce cas. D’apres (35.). les valeurs 
(15.) des G, sont 


(80.) 


(8.) (@,), = 4(m-1)e"; 
et. eu egard a ces valeurs et a la relation (34.), ’equation du cöne (30.) devien!t 
a, 7 A) 

Fx,%,%5)=% 2% Aklm-i)v =(0, 

a 5 4 
ce = au; 
donc le cöne F(z,.2,, x,) passe par l’arete double (z},x},x}). Nous cal- 


öF | i 
culerons plus loin les (—) et nous constaterons que leur valeurs sont dil- 
u, 
ferentes de zero. Ainsi 
Les cönes F(x,,2;,2;) et u(x,, %.,2;) ont en commun deux aretes 


0 


coincidant avec larete (x), x, X). 


Deuxieme cas. 


( 


30. La direction asymptotique (x,2,,.x;) est une arete double de 
rebroussemrent pour le cöne u(&,,%, 2;); c. Aa. d. que 


(82,) =0, ;=0 %=0, du W"=0. 
‘et H,,=0, quels que soient r et s; dou H’=0 


Les relations du n°. 18 sont applicables ä ce cas. D’apres (45.), les valeurs 
des G@, sont 


(83) @G= 0; 
il en resulte immediatement F"=0. On a, en oulre, (20.) 


0G 0G OB; 





5 oH. 
; In 
( . or, . or; 0 ® . oT, ’ 0%; 0 


d’apres (53.) 


(84.) 


I 





nn A 
> n In a! 2! — x x) | ie 0: 
| na 23 342 
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alors, eu egard aux relations (49.) et (84.), la formule (32.) donne 


( OF ) he 


Or; 





Done, la droite (x). x, x,) est une arete double pour le cöne F(r,. x©,. 2;)=0. 
) ’ o’F 
Nous caleulerons plus loin les Sp üg), el nous conslaterons que leurs va- 
OL,OL, ) 
leurs sont diflferentes de zero. Ainsi les cönes F(x,.,.x2,) et u(x,. ©. x, 
O\ 


ont en commun quatre aretes coincidant avec la droite (x). 5. X). 


Gonelusion. 
31. Dans I’hypothese actuelle H’=0; par suite, les equations (10.) $. | 
le la generatrice (d) se reduisent A la seule equation 
{ = 0. 


Iaquelle represente le plan a linfini; e. a. d. que le point d’intersection (cor- 
respondant a la solution x. x. z,) de la droite arbitrairement choisie avec 
la surface asymplote se ltrouve sur une droite a Finfini. Done une droite 
queleonque vencontre la surface asymptole en deux points ou quatre poinls 
coineidants et situes sur le plan ä linfini. suivant que la direction asymptotique 
consideree est une arcte double ou une arete de rebroussement du cön 
1%,» 0,03); par suite, le plan a linfini fait partie de la surface asymptote 


Il reste done 
im’3m—5)—?2] ou [m(3m—5)—4| 
seneralrices proprement dites rencontrees par une droite arbitrairement choisie 
Ainsi: 
Lorsque le cöne (u ou g,„) possede une arete double ou une arcte de 
rebroussement ne correspondant pas a un point double a Finfini de la surfacı 
U, Fordre de la developpable asymptote se trouve diminue de deux ou 


guatre uniles,. si lon fait abstraction du plan a Tinfini. 


II’. Hecherche des direcetions asymptotiques. 

32. Les points a linfini sur la surface asymptote ne peuvent provenir 
que des points silues A linfini sur ses generatrices A distance finie,. ou des 
points sur les generaltrices a Finfini. lesquelles correspondent aux aretes d’in- 
lexion du cöne vr... .0,) ou A ses ardles doubles, car dans ce second cas 
le plan asymptote est & linfini. 

Les generatrices du cöne des directions asymptotiques de la surlace 


proposee U fournissent un premier systeme de direelions asymptotiques pour 
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la surface asymplote; car a une arele du cöne aux... X 
veneratrice parallele de la surface asymptote et une seule 
Mais l'etude des aretes diinflexion et des aretes doubles « 

9 


u(X,, 22, X) OU Y,„ va nous permettre de constater l'existence d’autres 


de directions asymplotiques pour la surface asymptote 


Premier cas. Arctes d’inflexion 
33. Supposons que la droite (x). x2;, x;) soit une arete dinflexioı 
eöne (X, ,2,.7,), de sorte que 


(85. um. m) ei A 0. 


Cherchons lintersection de la surface asymplote par une droite quelcongu 
parallele a larete diinflexion (x, ©, 2,), savoir (A,. A,. A, elant des con- 
stantes arbitraires) 

az, — At 2, A,t x. — Al 


(S6. _— I : 
x) 2, 2, 
l 2 3 
Le nombre des generatrices (Ö) rencontrees par cette droite sera egal au 
nombre des aretes communes aux deux cönes 
a © W+AH| 
87.) Ka, m; 5)=-|ı m %+AH|=0, 377°.) ulzı. € 0 
TC; T; (7, - 4; H | 
Nous allons donner de suite les developpements de la fonction F et de ses 


derivees, developpements qui nous seront utiles pour ce cas et les suivants 


On a d’abord 


(87.) F = (m; —232)@+A,H) + 30 —-22;)(@%+ A: H)+ 2, —r3r,)(@,+ A,H 


> nc ” 
Posons 
2 (1; u 2 (1, - E, . | P, - 2 4 | 3 2, q 1 a 
(88.) | 5-1 @=E,, “ , =; A, A;, 
cı (7, ae 2 (F, — E; ° \ P; - ac j & 25 ’ 1, z 








| öF, ER et, WE ur & 
wi An N (es -232,)(77 + Aa) E—BiH, 


or, 
puis: 
N 0 0@G | o’H 
N (1020; — 7; %.) ( +A, — ) 
OL,OXT, 02 0X 





a a a 
0%, OT, oE, oE, 2 oH 2 oH \ 
Fr u ee } 

or, OT, Or, oA 
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et enfin 














” o°F, ; 
\ O2, 0X; 0% 
| 06, 94 
0 I C 
91.) Na, — 2.) (- + AL ——— ) 
02; 02,0% 0X, 0OL,OX; 

o’E; oO E oO’E, 3 o’H 3 o®H 3 o’H 

0OX,0%, oe, 0% 02,0% Fk 02,0%, or, ;O%% BR 2; Or, 


34. Revenons a la question. Il est d’abord visible que larete 
2), %,, 23) appartient au cöne (87.) F,(©,0,%) =. 
Nous allons demontrer, en outre, que les deux cönes F, et x se touchen! 
suivant cette generalrice commune. 
En elffet, faisant #,=r,, m =r,, 7,—=r;,, et ayant egard aux relations 
S5.). les equations (88.) et (89.) donnent, par exemple, 
N = x 73, — 2:@. 
lidentite (12.) $. I. et la 1“ des relations (85.) donnent 
* ++ = 0, 
0) ) ; se 0) 0 
Ct +0 = UV. 
Par lelimination successive de «,. u. «; ces deux egalites conduisent a 
R—ER RER ARE 


2 3 








0 RB a £ 0 me. 
u : U, U, 


“ x .. . ® > OF, r 2 
D’iapres ces dernieres relations et les valeurs ci-dessus des (——-)., on voil 
OL 0 


te, = 


du plan tangent au cöne F (24,8, ” suivanlt use, (21, 2, 25) devient 


! 


que l'equation 








zu tm +; .::@; 

c'est pr&eisement l’equation du plan tangent au cöne #(z,. ©, x,) suivant cette 
meme arete. 

Les deux cönes (87.) ont done en commun larete (x). x.,x,) et se 

Iouchent suivant cette arete; par suite, ils n’auront plus en commun que 

3m —5)— 2] autres aretes distinctes de l’ardte (@),.x.x5); mais, A une 

arele dinflexion correspond, en general, pour la surface asymptote une droite 

ı Tinfini dans le plan asymptote parallele au plan diinflexion du cöne 


A Lie My “ Ts 











Painvin, points a linfini sur les surfaces algebriques 299 


Par consequent: Une droite quelconque parallele a une arcte dinflexion 
2%),03.,20,) du cöne des directions asymptotiques, ec. a d. passant par le point 


a Finfini 


e. 2. 


| - - I—-0 
2 T x 
ne rencontre plus la surface asymptote quen miom—d 2 | points distincts 
du point OU elle rencontre la generalrice d Finfini: par suite . elli renconfr: 
cette generatrice d Vinfini en deux poimts coincidents: done I point I a lin- 


fini est un point double de la surface asymptole. 
Nous ferons plus loin quelques remarques relatives au cas ou la 
oencratrice (d). correspondanl a une arete dinflexion. est a distance finie 
35. Imaginons maintenant une droite queleonque 
2, 1/ m l,t x 8 


(dl dl d 


situee dans le plan asvmptote 


2, U + %U U +ie(T,. X, X V, 
qui correspond a l'arete dinflexion |). x. x): de sorte quon a les relations 
lo 2000 Sp Zr 
92. au tanW+a,u = 0: 


A, + Au + A, +v 0. 
Le nombre des generatrices de la surface asymptote rencontrees par la droite 
en question sera egal au nombre des aretes communes aux deux cönes 
di, Li} (7, | A,H 
F(2,.2.%)=|% ma %+AHi=$,. ul. &. 8; 0: 


ı 4; I; G,+4;H 


> 


equations dont la forme est identique a celle des equations 30. 


Ges deux cönes ont en commun larelte (x). x). x): car si. apres avoir 
remplace x,. &,,. x, par x). x;. x, dans l’equation du cöne F, on multiplie 
les colonnes du determinant respeclivement par «,. ©. «,. et quon les ajoute 
en ayant egard aux relations 12.) $.1. et (92.). il vient 

a, Bon (7 - A, H 
a % %+AH' 
0 0 0 
quantite evidemment nulle. 
Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 3. 30 
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Cherehons maintenant le plan tangent au cöne F(z,,&%,,x;) suivant 
2.0). L’equation (32.) donne, en y supposant &,=z, et en 


k Ds 


compte des premieres relations (92.), 


CA 





\ 
IG.N | = A " 2 
\ dr ). U, 3 A382) a) IC, —(1 4 + ce 3 \Q,%°2 — G,X°,) 
| oH | 
4, (7, — a, G3 ) ( 2) A, (23—a;,25)+ A2(a;2— 0,25)+ A;(a,—a,1)]. 
| 
des eealites (92. 


ya, “tan + a, = 0, 

} () 4 () . 

teten lt, 
conelut. en eliminant alternativement «., %%, 3: 


‚„v 2 ‚0 „Oo 2 Pen] PR, | Lac | 
1,2, — 4,0, 40, —4L, 4 —Gr, 








\ 0 3 0 % 
93 u: u) u‘ 
A (a,x? ‚)+4,(a,r; —a ‚T;) . A,(a,x,—a,r)) 
Au) + A, u® r A,u; E ; 





| PEN oF 
D’iapres cela, eu egard a la 3°"* des relations (92.), la valeur de ( ) 

> n 0 
devien!t 


(94. ( OF \ (4,67, — 0,67; ) "gl: e G, re (ze )+ “> g Baer _ =) }; 
( f 0 


Mais les 1°“ des relations (92.) et Fidentitö (12.) $. I. donnent encore 











| a nur +u = (0, 
Wat +tWa, = 0; 
d’ou Fon conclut 
(95. a,@,- Bu _ 4 > a,@, er en a,6G, | 
u‘ U, U, 


D’un autre cöte, si, dans les &quations (16.), on fait r=1,2,3, puis ©,= x, 
qu’on ajoute apres avoir multipli& respectivement par «, %, “,, en tenant 
compte des identites (7.) et des 1" relations (92.), on trouve 


ze), Hu ) + ), en [Z0.(u Gr +. — a a); 


egalit& qui, d’apres les identites (8.) et les 1°“* des relations (92.), devient: 
oH 


06 (Se ). e( '@, :) = l (zZ, 
u, 2) tu ox, + m—1 — D,4, ox, ; 
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ou enfin 
‚Of te 0 Oo 'G, ’ „(e® Es. 
(96.) ZN zu). +9 ie .) 4 u; 3) OT 


Or, /o or, 
En vertu des relations (96.) et (95.). la valeur (94.) de (-—) sera en definitive 


or 
oF \ } 
( ) g .u,. 


OL, 0 
D’apres cela, le plan tangent au cöne F (x... 2,;)—=0 suivant l’arete (x). x). x‘) sera 
2 tn + X,u% 0: 


les deux cönes F(x,,2,.x2,) et v(x,.2,.x,) se touchent done suivant cetie 
ey 97 


arete; par consequent,. ils nauront plus en commun que [m(3m-—5 
autres areles. 
De la nous coneluons que 
Une droite, dirigee dune maniere quelconque dans le plan asymptote 
P) zu +n; +" = 0 
correspondant a une arete diinflexion du cöne des directions asymptotiques, 
rencontre la surface asymptote en deux points coineidents sur la droite a 
Vinfini situee dans le plan (P); le plan (P) touche done la developpable 
asymptote tout le long de la droite a TFinfini 
2 tn +, + =0, =. 
J'ajoute que cette droite a Tinfini n'est pas, en general, une droite double de 
la surface asymptote. 
Car, pour quil en füt ainsi. il faudrait quiune droite queleonque pa- 
rallele au plan (P) (et non pas seulement situ&e dans le plan P) reneonträt 
la surface en deux points coineidents. Or, dans cette hypothese, la 3" des 


relations (92.) n’aurait plus lieu; et. eu egard aux relations (93.) et (95.). 


IF ’ 
la valeur (1.) de (——) prendrait la forme 


= gui+g|e' a® (2), Aı + A; +5 A; | 


or, 3 





Les constantes A,. A,;. A, etant completement arbitraires, le second membre 


ne peut pas se reduire a son premier ierme, puisque les «, ne sont pas nuls. 
36. Remarque. Dans une analyse precedente n" 29.. 30. et 31. 


nous avons admis,. pour lirer nos conelusions,. que la generatrice (d) de la 

surface asymptote, correspondant ä une arete dinflexion. se frowvait a Finfini; 

c'est, en effet, le cas general. Mais il peut arriver, dans des eirconstances 
30 * 








a ET 


. ae ne) 





232 Painvin, points a Tinfin sur les surfaces algebriques. 


tout-a-fait particulieres, que la generatrice \d), tout en restant parallele a la 
direction asymptolique consideree (.r,.,. @,, et dans le plan asymptote (P 
correspondant a cette direction, se frowwe a distance finie. 

Dans le cas general, nous avons pu conclure que le plan (P) etait 
tangent a la surface asymptote tout le long d’une droite a linfini situee dans 
ce plan: et. par suite, ne droite quelcongue parallele a ce plan sera une 
direction asymptotique de la surface asymptote, puisque cette droite passe par 
un point a linfini situe sur la surface asymptote. 

Mais, dans le cas exceptionnel oü la generatrice (d) est a distance 
finie, le plan \P) ne touche plus la surface asymptote quiau point Aa linfini 
situe sur la generatrice (d): et. par suite. il ny a pas d’autre direction 
asyvmptotique que l'arete dinflexion correspondante \.@,. x). 5). 

Si nous considerons les @quations 10.) $. I. d’une generatrice (d) de 


la surface asymptote. 








H,x, r G, t m. H,«, f @,1 H,x,—+ Gt BD. _ 0 
Kr . re Ts ih u —=Q—. 
u “ T, 
zu tn + +" = 0; 


on voit que, pour une solution (21,2, .,) du systeme 

B(2,,2,0) =, (2, 22,2%) = 0, 
les @quations precedentes donneront une droite a linfini,. tant quune des 
quantites @,. @,. x, ne sera pas nulle. 

Si l’on suppose, par exemple, 2,0, les equations precedentes donneraient 
une droite a distance finie, si les fonctions H, @,, @;,. @, etaient de la forme 
H=Hs,, =. R=Gr, = G;,2;; 

et alors,. aux aretes diinflexion fournies par les equations 
s=0, uw, Mt, 
correspondraient, sur la surface asymptote, les m generatrices a distance finie 
H, x; + Gt == 9, 
zu tn title =0; 
equations dans lesquelles l’indice O indique la substitution des valeurs ©, = r\. 
ne ud. 
Deuxieme cas. Aretes doubles. 
37. Nous allons etudier, au m&me point de vue, lies aretes doubles 
du cöne w(®,,&%;.%;,). Remarquons neanmoins que la presence des aretes 
doubles est un fait particulier, elle n’a pas lieu dans le cas general. 








ı 
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Supposons que (x,..,..x,) soit une arcte double ordinaire du cöne 
1X 05, 03); les relations du n°. 15 seront applicables a ce cas. 
Cherchons lintersection de la surface asymptote par une droite quel- 


conque parallele a larete (#', 03. 03); le nombre des points d’interseetion sera 

esal au nombre des aretes communes aux deux eönes 87. e.a.d. F, et u. 
L’equation (87.) est evidemment verifice lorsqu’on y suppose a, =). 

2, = 2%. 27, = 0%: les deux cönes ont done en commun larete \.r). x). x). 
Eu egard aux relations (35.). les valeurs (15.) des @, prennent la forme 


(97.) u = h, m—Ilie, et 1. EB. 


Par suite. les E, (88.) sont nuls: et alors d’apres (34.). les formules (89. 


donnen! 


Yp 
(3 = 9% 


done larete consideree est aussi double pour le eöne F, (x... x; 
o’F 


l 


En vertu des relations (36.). les valeurs (90.) des (- ) (pour 
oT,Or;/ 


0 


T=ıT 


l # 


se reduisent A 








Bi \ _ _(2E 96 \ 
— 


or,OX,; 4 
Or, dapres (35.), les valeurs (16.) deviennen! 


0G, ’ } - oH, n 
-) — (m—?2)4,0,+ (Ze, — ) 
O%; 0 


OT, 





(9) ( 


V 


On aura donc, par exempie, en se rappelant que A, = wer, , 


oE, er 0 0G, „0 N 06, \ Bd „u „u oH;.. \ „u oH;, \ 
— = m.) |) = Zu|e\ —,—) 8 IM. 
0 0 OX,; 0 OX; OX, 0 


OL, "NO 0 








Si maintenant, on tient compte des relations (39.). on concelura de la: 





IE, 
| I } =%6, 


(98. 





„ 


0% 0%: 


OE, JE; 

Hu.) 0; 
ainsi 

, o’F 

Bern 

Or; 0X; /o 

L’arete (x). a. x) est done une arete triple pour le cöne Fix... 7; 
elle est. en meme temps, une arete double pour le cöne w\.X0,. @2, 7; 


— (0: 
=. 


Par consequent 
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Les deux cönes (87.) F, et u ont en commun six aretes coincidant 
avec larete (x. x, 5). 

38. D’apres les calculs faits dans le n’. 29, on a conclu qu’une droite 
tout-a-fait arbitraire rencontrait la surface asymptote en deux points a lin- 
fini. et, par suite, le plan a linfini fait partie de la surface; ce. a. d. que 
ordre de la surface asymptote se trouve diminue de deux uniles, si l’on fail 
abstraction du plan a linfini. 

Or, il.resulte du caleul precedent qu’une droite quelcongque parallele ü 
larete double (x, x, x;) rencontre la surface asymptote en sie points a lin- 
fini; et, si l’on fait abstraction du plan a linfini qui donne deux points pour 


e 


une droite quelconque, on en conclut que 

Une droite quelconque parallele a larete double (x. x,.x,) du cöne 
u(2,, 02,0) rencontre la surface asymptote en quatre points coincidents ü 
infini; le point a Üinfini correspondant est done un point quadruple pour 
la surface asymptote. 

39.  Lorsque l'arete (x)... x) est une arete double du cöne u(z,.2.X;). 
nous avons vu n’. 29 que. si l’on cherche les intersections de la surface 
asymptole avec une droite tout-äa- fait arbitraire, les deux cönes F(x,. 2, 7 
et #(X,, &, @,) (30.) ont en commun deux aretes coincidant avec la genera- 
trice (2,,0,.05); car cette droite est une arete double pour le cöne «(x,.2:,, 
et simple pour le cöne F(x,.x;, x,). Nous allons maintenant etudier le cas oü 
la droite est parallele a Tun des plans tangents au cöne a(z,. 2,. X;). 

Nous completerons d’abord l’analyse du n’. 29, en calculant, pour ce 


3) (32.). 


cas, les valeurs des (> 
D’apres les valeurs (96.) et (97.), et la relation 4,= wz), on a, par 





exemple, 


>H;,, OH:, / 
(5), = Balzer), -m-Nor'aai—a,e); 


or, 








et, si l’on a egard aux a (39.), on trouvera, apres quelques reductions 








faciles: 
| (zZ) — (m—1)’wo’(a,ı, —a,r}), 
(99.) En ), — (m—1)’we’(a23—a;,r)), 
=), — (m—1)'we’(a,2"—a, 2°) 
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Considerons maintenant l’@quation des plans tangents au cöne w(r,.2,.., 


suivant l’arete double (x), x). x), cette equalion est 
V)) zum tnn +, +2220,W, + 20,00 +2, ru); 0. 


L’equation du plan au cöne F ou (30.) suivant cette meme arele est 


te) 


ou, d’apres les valeurs 99): 





(T) 2, —a,25)+202 (0,23 —a,21) +2,01 -—ar = 0. 
Or, si l’on suppose la droite (29.) parallele a un des plans Q, le plan tan- 
gent au cöne F(.r,, X, .,) suivant larete (2), 23,05) se confondra avec 
ce plan ®. 
En effet, eu egard aux relations (35.), l’equation des plans Q peut s’ecrire 
tert) to (in — nr) =. 
Considerons, par exemple, le plan 
PN Paz u per: . 0 AL aa . 
(Q.) uWıdıt (ut L3y—w)an + (u ar y—-w)r, = 0; 
et supposons que la droite de direction (a,,a,,a,) soit parallele a ce plan: 
on aura 
au tun + y—w) ta (u; —ary—w) = 0; 


on a. en oulre, 


0_0 


unter t+ zu, m —(0, 


puisque l’arete (2,.0,, &,) est une arete double. 
Ces deux dernieres egalites pourront s’eerire: 


da, u +4 ar +4,45 = yv—ov\(4; 2, — 4; x) . 





au tun taz, = 0. 


Eliminant successivement «,, “%,. on en conclut 














0 0 Pr 0 
u, 0 VY-w 00, — 4%, 
ü 0 a 

W. 0,2%, — 4,7, 

0 1 0 0 

u4,tr2,/—® _ YL,—4R, 
w, 0,0) —a,x? 


La substitution de ces valeurs dans l’equation du plan (0) conduit preeisement 
a l’equation du plan (T). 
Donc le plan tangent au cöne F(x,, 2, .,) se confond avec un des 


plans tangents au cöne «(x#,, £,. x,) suivant l’arete double („,, 27, 25). Par 
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consequent. pour une droite quelconque /a,. a,.a,) parallele a un des plans 
(), ces deux cönes ont au moins en commun Irois aretes coincidant avec 
Farete double (2,,.2;. 23). Dela nous coneluons que: 

Une droite quelconque. parallele a lun des plans tangents suivanı 
larete double rs 3). rencontre la surface asymptote au moins en un 
point a linfini, si l’on fait abstraction des deux points situes sur le plan a lin- 
fini qui appartient a la surface. 

Done. lorsque le cöne u(r,.2,..2,) 0u g, possede une arete double, 
les droites paralleles aux plans tangents a ce cöne suivant Farete double sont 
des directions asymptotiques de la surface asymptote:; cette surface doit, par 
suite, eontenir a linfini deux droites respechvement situees dans des plans 
paralleles aux plans tangents suivant Tarete double. 

Troisieme cas. Arctes de rebroussement. 
40. Supposons maintenant que (z). 45. 23) soil une arele double de 


rebroussement du cöne v(X,.75.%,): les relations du n’. 18 sont applicables 


un 


ace ca 
Einen linterseetion de la surface asymptote par une droite quel- 


conque parallele a larete (w).2%,..,): Je nombre des points dintersection 


sera egal au nombre des aretes communes aux deux cönes (87.) e.a.d. F, et u. 
L’equation (87.) est evidemment verifice lorsqu'on y suppose " = 4, 


ON 


— 1). 7, —= x0,: les deux cönes ont done en commun llarete (x). x), x',). 


ag — EN 


En tenant compte des relations (45.). (53.). (53°".) les formules (15.) 
(16.) donnent 
=D, 
(100.) 0G, m—1 r 
) = A,®. 


or, m—2 








On conelut alors des equations (87.), (58.), (89.). en y introduisant les hypo- 


theses 2, = 7), 


Fi = %% 
oF, ) 
== @% 
er 0 
done l’arete consideree est aussi double pour le cöne F,(x,. x. 7;) — 0. 
Eu egard aux relations (100.), (49.) et (53””.) les equations (90.) donnen! 





nt 


oX,0X; /o 


La generatrice (27. 23.03) est done une arete triple pour le cöne F, (x,.2, ,2;) =. 
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Enfin,. dans I'hypothese actuelle, la valeur (91.) de Ö’F, se reduit ä 





( OF, e. eo . ER, Oo E ) 
02, 0%;0%% /v \ 02,0%, | O2,0 | 00x u’ 
et, en faisant usage des notations (55.). on trouve facilement: 
Zu 
R of A en ER 
1) (sa) = - En (K+ Ki, + Kö) 
Or; 02, 0X% ?o u er. 


D’apres celte valeur, l’equation des trois plans tangents au cöne F,(w,. m. 7) 


suivant l’arete triple (x). 25.25) sera 
3 \ \ < Fir ij Fi Fi aY 
( 102.) N LU, TV, h + K „+ K nk) — /). 


A l'aide des relations etablies dans le n’. 18. on peut arriver a translormer 
le premier membre de cette equalion et a mettre en evidence le facteur 
(2,91 +np+%;,9) 

lequel, egale a zero, donne precisement les deux plans tangents confondus au 
eöne 2(2,.%2,2;) suivant l’arete de rebroussement (x), 23.25). On peut aussi 
verifier le fait, et cela tres-rapidement, en prenant l’arete de rebroussemen! 
pour un des axes de coordonnees et le plan tangent de rebroussement pour 
un des plans coordonnes; je supprimerai les details de cette verification. 

Done Yarete (x), 27, 23) est triple pour le cöne F, et double pour le 
eöne a; en oulre,. deux des plans langents au cöne F, coineident avec les 
deux plans tangents au cöne w: nous conclurons de la que: Les deux cönes (S7.) 
F\, et u ont en commun huit aretes coincidant avec la generatrice (x). 25. X;). 

41. D’apres les calculs faits dans le n°. 30, on a conclu qu'une droite 
tout-a-fait arbitraire rencontrait la surface asymplote en qualre points a 
"infini; et, par suite, le plan a linfini fait partie de la surface; e. a. d. que 
"ordre de la surface asymptote se trouve diminue de quatre unites. si Von 
fait abstraction du plan a linfini. 

Or, il resulte du calcul precedent quune droite queleconque parallele « 
"arete de rebroussement (x, 25. .x,;) rencontre la surlace asvmplote en huit 
points ä l’infini; et, si l’on fait abstraction du plan a linfini qui donne quatre 
points pour une droite quelconque, on en conclut que 

Une droite quelconque parallele a Tarete de rebroussement («,. X, %;) 
du cöne u(&,., %,, X2,) rencontre la surface asymptote en quatre points coim- 
cidents a linfini; le point a linfini correspondant est done un point quadruple 
pour la surface asymptote. 
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42.  Lorsque l'arete (x), 25. 2,) est une arete de rebroussement du cöne 
(X. %,. 2,). nous avons vu [n’. 30] que, si l’on cherche les intersections de la 
surface par une droite tout- a- fait arbitraire, les deux cönes (30.) F(x,..,..r, 
et #(X,. 25. 20,) ont en commun qualre areles coincidant avec la generatrice 
(21.0,..0%,),. car cette droite est une arete double pour les deux cönes 
Fir,..2..0,) et a(2,.20..0,). Nous allons maintenant ctudier le cas ou /a 


droite est parallele au plan de rebroussement du ceöne u(X,,2,.12,) =. 
Nous completerons d’abord lanalyse du n’. 30 en caleulant. pour cı 


, o’F s)% 
cas. les valeurs des ——— (939.). 
O%; OL, 
D’apres les relations (49.), (50.), (21.). (45.). (53.). (53”".) et (55.). 


les equalions (33.) donnen! 





| o’F - > 2 cE dE;N 
y\ er: \ (Ev, io \ ı ; - AV 


O%,; 
Representons respectivement par M,, M7”, M#, M?, M}', M", les valeurs 
des rapports egaux dans les relations (56.) et (56'*.); puis remplacons les K, 


no 
)* 


‚ar leurs valeurs exprimees a laide des M.. Pour ealeuler — Jar exemple. 
} 1 Or? ) 
W 





remarquons quon a d’apres cette nouvelle notation 
jr u Mg; 

K', — Mi g— 2%: nl ® 

Ian = M'5+222A,; 


N,3 


on a en oulre, d’apres (31.), (16.), (53.) et (53".) 


oE 06, 06, m—1i „A,ı,. ou 0 
Bu. War a d; -— ® ” Hrn d; X, ). 


vy® ‘ 
‚oX, ’o m—?2 











La substitution de ces “ dans an (103.), ou l’on fera ;=j, conduit a 

















o’F i | e m- A | 
| ( Ä -) —= (4 Gt %9:+ a,9;) Zv,M,'—2 I; 1 (23 — 4,25): 
\ ox, /o m— 2 > 
o’F . m—1 A 
104.) ( - i- = (Gt mp-+ a,9,) EM? —2 -— ( m. 1 -—(a,.0) a, 7%): 
oX, a. 2° 
m Ä - 
ie =), = (a, 9ı+ © 9: -.a,9,) Ze) MP 2 m ur mr 2 (WB — mr): 
|. 


les deux auires valeurs s’obtenant par un calcul semblable. 
En se servant des me&emes relations et des m@mes formules on trouvera 


encore: 
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ee: 
\ x ox, Fo 
om3_ ee A: R = | 
491494 4,9,)e, N, — ger — (4-0) + —- (a0 ar, | 
A, ; = ’ 
2 3 
| 0x, 0X, ), 
104°.) \ R 
/ = = \3 0 /E m alsca - 1) u A 13 „0 ‚o A. 
(4,91 79270395, <v, (m— 2 ! 2? Al Az, —7 (4,19 AT, - 
De. « 2 Tt 
' 
( o’F 
Ox, Or, /o 
w | on 0 12_ (m —1)' 0 8 f Ai ON 4 A, 
at +@g)Le,N, — Q m - = -„ " ee 5% d,83)7 > 2 dt; 3” dt; U, | 
7 
Considerons maintenant l’&quation du plan tangent au cöne #(X,. 7. ,) suivanl 





larcte de rebroussement (x). 25. 23); 
(R) 


J 


L’'equation des 











TE FRL 


plans tangents au cöne F ou 


celle equation esl 


(30.) suivant celle meme arele est 











ie üd L.. .+2r;, U, En) Lo - (). 
ou d’apres les valeurs A (104”“*.) 
h ” u... u i 
! = yızıt ni Y85- r4 Y23-+ (Ze Y 1 y)ara 
nat ernten: 
wi. 7 u 
| Ir Sn 7 (dt @&g2+ 4,95) Nz,x(2 o„M;; v. 
ı posanl 
(Yı = —4,%. 
105.) b;; — 0,0 —4,03. 
| Y 4,05 — 4: X: 


un des plans tangents 
le 


Or si Fon suppose la droite (29.) 
T) au cöne F(x,, %,, x,) suivant l’arete 
plan (R). 

En effet, 
plan (R),. on aura 


parallele au plan (Rt). 


(21.0.2) se confondra avec 


la droite de direction (a,,«@,. a,) devant eire parallele au 


(106. 0: 


U tm +-4gG = 


31 * 
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on a en oulre, dapres (48.). 
+94 7595 =. 


D’ou l'on conelut, en &liminant alternativement les g;: 


(107.) Zu 000 25 
g, 9; 9; 


Eu egard aux relations ER et (107.). Fa des age T devient: 
1 


{ y A,, 

A, 2; 

> ıh Fı Te 09 er + = wer 
L, = 


0 
— 0: 
A,; A 1 ”r 
1 IJı 7 —$B)JFı 3 7 L, X 
x° x" 


equation qui peut s’eerire 














Ars A, 
at +4 lc x° + zo x) — V. 
2 3 


Done un des plans langents au cöne F(z,.2,,x,) se confond avec le plan 
tangent de rebroussement au cöne a(X,,%;. z,) suivant l’ardte (x, ©. ;) 
Par consequent, pour une droite quelconque parallele au plan de rebroussemen! 
(R). ces deux cönes ont en commun au moins cing ardtes coincidant avec 
l'arete double (x. x, &3). De la nous concluons que: 

Une droite quelconque parallele au plan tangent de rebroussement ren- 
contre la surface asymptote au moins en un point a linfini, si l’on fait abstraction 
des quatre points situes sur le plan a linfini qui appartient a la surface. 

Done, lorsque le cöne u(z,, X. X;) ou gy,„ possede une arete double. 
les droites paralleies au plan tangent de rebroussement sont des directions 
asymptotiques de la surface asymptote; cette surface doit, par suite, contenir 
a Finfini une double droite dans un plan parallele au plan tangent de re- 
broussement. 

Resume. 
43. Done, en definitive, les directions asymptoliques de la surface 
asymptole sont 
1°. Les generalrices du cöne x(&,,2,2;) ou 9,(X, 9,2); 
2°. Des droites quelconques paralleles aux plans tangents d’inflexion di 
cöne ,„: 
3°. Des droites quelconques paralleles aux plans tangents suivant les 
aretes doubles, lorsque le cöne , possede de telles arötes. 
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$. IV. 


Determination des termes de degre N et (\—I) dans 
l’equation de la surface asymptote. 


Nous reprendrons, dans ce dernier paragraphe, les nolalions que nous 
avions adoptees dans la premiere partie. 


[°. Recherche des termes de degr@ N et (N—]),. 

44. Pour determiner la forme des termes du degre le plus eleve dans 
l'equation de la surface asymplote, nous nous placerons dans le cas le plus 
general; c. a. d. que nous supposerons que la surface U na ’ as de points 
doubles a linfini; de plus, nous admettrons que le cöne y,„(x,y,z) n’a pas 
d’aretes doubles, et que les generatrices (d) correspondant a ses aretes d’in- 
flexion sont toutes a linfini. 

Nous savons que le degre de la developpable asymptote est. dans le 


cas general, 
1) N= m(dm—5). 


Or nous connaissons les directions asymptoliques, qui sont d’abord les genera- 
trices du cöne 9, des directions asymptotiques; par consequent, les termes 
du degre le plus eleve en x, y, 3, dans l’equation de la surface asymplole 
doivent contenir comme facteur la fonction g,„(x, y, 3) 

Nous savons, en second lieu, quil y a sur la surface asymptote 
3m (m—?2) droites a linfini, lesquelles sont les intersections du plan a linfini 
avec les 3m (m—2) plans asymptotes respeclivement paralleles aux plans din- 
flexion du cöne des directions asymptotiques [n°. 34 et 35]. Ainsi, la droite 

x kai YJ S 

Das " 
elant une arete diinflexion du cöne Y,(z, y, 2), la surface asymptote conliendra 
la droite a linfini 





BLZ Om , je 
T - U —— +2 — fc 
oa a J ob r Pnn- 


Ir -0 


\ 


ie8,0 = ®%, 


mM- 





Par consequent, les termes du degre le plus eleve dans l’equation de la sur- 
face asymptote contiendront [n°. 10, 1°“ partie] en facteur la fonction lineaire 


OOm , _ OPm 
u ee Ze 





et ainsi des autres. 
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Done. en designant par dx, y.z) le produit des premiers membres 
des equalions des 3m (m—2) plans d’inflexion du cöne y,„(x, y, 2). les termes 
du degre le plus eleve, dans l’equation de la surface asymptote, devront con- 
tenir en facteur l'expression 

Pin (2, Y» 2).0(z, Y; 3) : 
mais celte expression est du degre [m+3m(m—2)] ou N, elle constitue done 
"ensemble des termes du degre le plus eleve dans l’equation de la surface 
asymptlote. 

Ainsi. en designant par (a,,b,,c;) les solutions des deux equations 














Ymla,b,c) = Q, 
| oO Pm  Opm Op | 
| ca” oacb cacc| . 
" op eg oO’, | 
H ch - fm C Em oO Ffm | ge. 0: 
‚oboa ob’ oboc F 
! | 
1} rn no no | 
| C Pın OO Pm oO Em | 
| Ar? | 


ıoeca oeccb 00° 


puis. posanl 











‘ \ 06 m © m Y oG m 
(3.) A, — = . B, -— 4 . ’ 4 “ 
oa, ’ ob; ’ oc, 
expression #(x,y,2) sera definie par l’egalite 


\ 


(2,92) = (Ar+By+Qz)(Ar+By+C: 2)...(A,e+B,y+Ü,z). 
ou p = 3m(m—?2). 

La fonction (x, y,z) pourra soobtenir en &liminant a, b, ce entre les deux 

equations (2.) et la suivante 


r 20 > D 
9.) = ee 











l,equation de la surface asymptote 7 sera donc de la forme 
6.) ya, y3)rtva,y,2)ttyla,y,a)t = 0. 
en posanl 
7) yla,y,3) = Pnl@, y, 3).0(2, y, 3): 
la foncetion y(x, y,z) est homogene et du degre N. 

45. Les directions asymptoliques de la surface 4 sont, outre les 
seneratrices du cöne Y,„(®, y. 2). des droites quelconques paralleles aux dif- 
ferents plans tangents dinflexion du cöne y„; et, en outre, il resulte de la 
conelusion du n’. 35 que. si l’on considere une droite quelconque parallele 
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au plan tangent dinllexion 


x - 9 eve +Y in. 3- Ffm 0. 


ca; ob, oe; 
le plan asymptote de la surface 7 sera, quelle que soit la direetion de Ia 
droite, le plan asymptote de la surface U correspondant a la direction asymplo- 
tique (a,, b,,e,), savoir 


OPm } 0% m | © f Mi . 
A: raue u A: rue m Apr» aueh mi a..b,;, C,) v. 
od, y ch, oc, fın 1\#9,,% i 


Celle remarque va nous servir pour determiner la forme de la lonelion ww. y.: 

16. Soit d’abord (@,/,y) une direction asymptotique du eöne y„(r.y.>). 
ec. a. d. que 

(8.) pn 1, (9, Y ze 
Cette droite est aussi une IR asymptolique de la surface /, et le plan 
touchant la surface / au point a linfini sur (@,P,y), ou le plan asymptole 
de 4, nest autre que le plan asymptote de la surface U correspondant a Ia 
direetion (e, P,y), e. a. d. 
ne ee ee 


/ ua: a 07 





Exprimons que le plan asymptote de la surface ./ (6.) et correspondanl 
a,P,y), savoir 
og 04 op 
I ——+U—+3— v(e v),=%W. 
Ir; Y oß ) c 'y +1 p\ . p 
eoineide avec le plan (9.). quelles que soient les valeurs de «. 3. y. salls- 
faisant a la relation (8.). 


Or, d’apres la definition (7.) de y 





og ; \ Om cd 
— = N(z,y,2)—— +Yn(X, Y, 2) 
| or ö Y / OX j / m 2 Y» cr 
j elrı / \ Om j / ( 0 
10.) m = 0(2,9,2)2 + Yn(8, 9,2); 
oy Oy ( Y 





| or — Y(z, y, 3)- - +8. 


0% 


[A 


d’ou l’on conclut, eu egard a la relation 8). 


op 
ha 
da 











2 op / ) Om Of ) Im 
= 0(a,P, . — = Ila,,Y) —» = H(la,.d.y) ——: 
- 9 ‚P Y)- OB \ | ) OR Oy Mulde /) oy 


Le plan asymptote de la surface .4, correspondant a (@,,y). a done pour equalion 


6 Im N OPm - oO Pm N | w (@, P; Y 0: 


ZZ En T 7 \ 
da OB oy 0(0,d,Yy 
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Ce plan doit coineider avec le plan (9.), ce. a. d. que, pour toutes les valeurs 
de «. 2, y qui verifient la relation (8.), on doit avoir 

(a, P, Y) Fr 6a, P; Y) . Pm-ı(%, P; 7)- 
En d’autres lermes. si nous considerons les deux cönes 





Pm(R; Y; 2) =, 
| vw, Y, 3)—6(z, Y» 3). Pm-ı(, Y; :) =U, 
ioutes les aretes du 1° cöne doivent etre situees sur le second; ce qui exige 
qu’on ait lidentite 
11.) wi, y,2) = 0(@, y,3)pu-ıl®, y, 3)+9u(@, y, 3) Vz, 9, 3). 

}(.r,y.3) etant une fonction indeterminee homogene et du degre [3m (m—2) —1]. 

47. Pour determiner la fonction V (x, y, z), nous nous appuierons sur 
ja remarque du n°. 45, c. a. d. que nous exprimerons que, pour une direction 
asvmpftotique queleonque parallele au plan d’inflexion 


00 m ' O1 n O6 ? 
Pb 4 4 eu, ou Ac+By+Cz=V0, 


od, ob, oc; 





le plan asymptote correspondant de la surface 4 se confond. quelle que soil 
l"orientation de la droite consideree, avec le plan 


OP N 0 f m 


oO f m 
. .-_ > 
OC; 


Er er, 


oa, 





pP) db, +typn-1(@, b;,6C) =, 
F ou Asz+By+Qz+ty,-ila,b,c) = 0; 
ei cela pour les 3m(m—?2) solutions (a,, b;,c,) des equations (12.). Comme 
nous lavons dit. cette propriete resulte des calculs- du n’. 35 ou loon a 
demontre que le plan (P,) est tangent a la surface asymptote tout le long de 
la droite a linfini 

A,c+By+03=0, t=V0. 
Soit alors une direction asymptolique («,,y) parallele au plan 

A,e+By+Cz = 0, 

de sorte quoon a la relation 

(12) Aoa+BPpP+Cy =Vd. 
Nous representerons par 6, (x, y, 3) le produit de tous les facteurs (A,e+B,y+C\2). 
(A»2+ Byy+C,3), ... a lexception du facteur (A,e+B;y-+C;3), c. ä. d. que 


nous poserons 
[ 0(x2,y,2) 


(x 2) = . 
O,(x. Y, J A, + By+C;2 ) 
ou 6x, Y; 3) . (A, xc+bB,y +0,2)6,(z, Y; 3). 





13.) 








> R. PN. . * . . } . 
Painvın, points a Finfini sur les surfaces algebriques. 245 


D’apres cette notation. nous aurons 


a1 of 1 
BZ - A, o,(x, 3) Pm(T, Y.2% +(A,rH- b,y+Ca 14 ———H Z — |: 


OL | a ou ' oo. 3’ 
etc. elc. 


d’ou nous conclurons, en avant egard a la relation (12.): 





Oo a 4 Ds r 2 
N de A,.0, (&, [?» #; Pon \&, [’s Y. 
c f ‘ f () 
eng ae Er. (0 j] v). 3,Y 
et. d’apres lidentite (11.): 
Y) — ; ; Im 
v (a, P — pm (e. 9, Y Mn e I, /)- 


Le plan asymptote de la a da si pour &quation 





Ac+By+Cs+ 22 = 0. 


Pour que ce plan coineide avec le plan (P;), il faut quon ait 
#,8., 


cette egalite doit avoir lieu pour toutes les valeurs de «, 9. y qui salisfont 


(14.) V(e,ı P,7) = d;(e, P,Y)- Im-ı 
a la relation unique 
f \ | /) Ars ‚ AB . 
(12) «A+PB-+yC =; 


et elle doit avoir lieu aussi pour toutes les 3m(m—2) solutions (a,, b,, e 


ı 


Or. nous &crivons la fonclion V(x,y,z) sous la forme suivante 
Vie, y,3) = 
15) | K.:0,(z, %, 2) Pn_ı (41, di, 6) + M2.0;(z, Yy, 2)pPu-ı(a:, br. 6)+ 
Aa (2, %, 32) Pm-ıl@, d;, )+ "+ K,.0,(x, Y, 3) Yn-ı(a,,b,, € 
+T(«, y, 3). 


les K, etant des constantes arbitraires; les #, etant definies par les egaliles 





(13.); les (a,,b;,e;) ayant la signification deja plusieurs fois indiquee; Tir,y. : 
elant une fonction du möme degre que V ec. a. d. du degre (p—1) (p elanl egal 
ä 3m(m—2)) et jouissant de la propriete de sannuler pour toutes les valeurs 
possibles de «, P, y, qui satisfont a une quelconque des relations (12.). 
Pour une solution quelconque de la relation (12.), les fonctions #,. 
Br 22. Mas Bis -- 0,, qui contiennent (A,r-+ By+C;z) en facteur. 
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s'annulent lorsquon y fat z=e, y=P, 2=y; el. comme, par hvpathese. 
Tie,p.y) est aussi nulle, la fonetion F ou (15.) se reduit a 


V: 
h / \ < | n j) PR [ D) . 
J (a, P, # — K,.6;(0, 9,7): Pm-ıl@ b;, 6); 
la relation (14.) et toutes les conditions imposees seroni alors veriliees 


en supposant les constantes K,; egales a Vunite. Quant a la fonetion T(x,y.z2). 
elle est identiquement nulle; car les conditions imposces a cette fonction 
reviennent a dire que le eöne Tix,y, 3) = 0 doit passer par toutes les droites 
situces dans un quelconque des plans 
h2+By+CG3=0, Ac+By+0G3=0,... A,ce+B,y+0,2=V0: 

ce qui exige que la fonetion T(x,y,z) eontienne comme facteurs toutes les 
lonetions lineaires (A,e+ BD; y-+C;z) dont le nombre est 3m(m—?2): or la 
lonction Tr, y,z) est du degre |3m(m—2)—1]; done elle est identique- 
ment nulle. 

On pourrait aussi determiner la foncetion V en cherchant a verifier 
successivement les relations fournies par les egalites (14.) et (12.) dans les- 
quelles on ferait öi=1, 2, 3, ... p; on retrouverait ainsi la forme (15.): 
cest done la forme la plus generale satisfaisant aux conditions imposces. 

IS. Lequation de la developpable asymptote &tant mise sous la forme 


16.) y(a,y,3)+tw(z,y,2)+Üy(z,y,2)+- >= 0. 
les fonelions g et w sont done connues; el l’on a 
\ p(X,Yy,2) = Pnlt, Y, z).d(z, y, 2). 


(17.) / = 
12.93) = un 1(2,9,3).02,9,)4+9.(89,3)[ 2 0@,9,3)-94_1(a,0,0)]; 


dans ces expressions, (a,, b,;, c;) designe une solution quelconque des equations 
(2.): le nombre p est egal a 3m(m—?2); et enfin, on a pose 























Öfm oO Ofm m Zen MM. Im oO ie ne 
9(x,y,2) - (x —I +Y 
\ \d, 9, ® oa, BE Ar:7 70 ob, w- oa, J j 
18.) “ > Y 3) 





OPm 
oc; 


OPm OPm ı„ 
wi a dr aa 





| H,(x,y.2) 


49. Nous allons reprendre sur cette equation definitive l’etude des 
peints a linfini de la surface asymptote; nous rappellerons ainsi, en les con- 
iirmant. les proprietes deja etablies directement. 
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Ecrivons d’abord les derivees partielles des fonetions p et w: 


[A 


| p(X, Yy,2) = Yun(X, 9, 2).0(x, y, 


i Ofy Op, Olm \ 
\«. T,Yy,2).0,(x, y, ale te 9% ee -]: 














ot Of, Of, {„ Of, od, ot 

F zen 7 l Y " N of 7 a r d z f n ) 4 / 
\“ O: ß ca, a: ot ( cu, 

og 06 en e Off, OG,„ ot eN et 

20) (= Fr94g, le er y Hr [ 0 
| oy cy es od, el 060; 7 { Y f I) 

/ 0G fm O0, ot ot oU cd 

f ai 3 n 4 -{ E f m ( N 2 f m h 7 —_ fı p f \ fj 3 

02% UO% od, ob Ct 02 " 06; 





q n © m (Gm ID. ( a\ 00; O0. | 
> (pers [lee +, 22240002) 204098] 
Bm 1 or “ch ( OL a. 


O r’ “ IA , i - } 
ot m od, of n ( m O6 'm ( E 
+qu[2 a ey: ’Pm . z 29m) a 











‘ ’ Of 3 Op. ot Of. \ 00 ot 
21 te 94 Ötnf(z 000,000 4, 00e) ER |gErr 
0X oy OX oa, ob; oc, / oy ob; 
© g / Of [( 0 er 04 er Op \ oH 7 ( 4 a 
—— N ER Cr ——— +1 ee 
Or Ooy oy ca, / ob; of O8 ot 
h E: od, oO Om od, ' ( Op eg " Of ) oo, | 
| TPm]7 Te 2 ———— rn mg me «PB . 
oa; 0Y Ba: "u: od; I ob, oc, OXLOY 


22.) vw(2,94,2) = pa_1(2,Yy,2)0(2,y,3)+Y9,(2,9,2)[& 0, (2,y.2) yn_ı (@,b,,€C 
{ | 


i 


Om Op, Of. C En \ od, OOm | 
en ER 1 Fe 
f y 





sah OT oa;  ” ob; 060; #,.02X oa, 
nv oO v On 
23.) \ a. SUACH Y. 2 ») ) Pn—ı (( db, ( c,) 
SE i od, r 
+9 | i = m—l a, . b, b) C;, Or. 


I’. Soit une direction asymplotique apparlenani au cöne 
Pn(X, %, 2). 
Si (@,,y) est la direelion consideree, on devra avoir 
pnla,,Y) = d; 


dapres cette relation et les formules (19.), (20.) et (22.) nous trouverons 
32 * 
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pour lequalion du plan asymplote correspondant de la developpable 4: 











04 m o n | 0 Fu 
2 +9 a4 + Efm-ı(l; P,7 Y) u 0: 


ca od ab oY 
plan coineide avec le plan asymplote de la surface U relatif a la mem: 
direction asymptlotique. 
II’. Soit une direetion asymptotique (a,b,,e,) parallele ı 
4 une arete d’inflexion du cöne 9,„(X, Y, 2). 


Dans cette hypothese, on a 


I ee 


© 0) 0 
Pin +1 ePm Ce. Fin - 0: 





/ a Br 
24 N \ Pan b) b, D) C;) >E 0, ou dl; oa; I; ob, D oe, 


4a, 9 b, 9 C;) vr. VÖ, d,(a, 9 b,, C,) 2 0. 


er 


l,es equaltions (20.) donnent alors 





Eu u Fin 0; wla,,b,,c) =; 


od; ob; 06; 
. . . “ps ! 3 . 
e.a. d. que le point a linfmi (= = = Bu ‚t=0) est un point double pour 


la surface asymplole. 
L’equation du Bee asymplote correspondant est ($. 11, 1"" partie) 


Br . 
2 2 














ie + Ray en I 

25.) B ek 

| ow ! 10117 t ie + ‘ | 
I+21(@ Fra 6777 nr: -2E ı(o,| 


Si. dans cette @qualion, on remplace «, P, y par a,, b,, e,, et qu’on caleule 


q 


les coelficients a laide des formules (21.) et (23.) en tenant compte des re- 





lations (24.), on trouve 


| OP Op | ® Fe fx (a,b;;c; Ä er 
96) Il SE u r tp„_1(@,,b;, c)| Ex E 1% en - (Pn-1(@;,b,,€;)) | 








Ä oa;  ” ob; 
| = 0; 


le eylindre asymplote se compose de deux plans paralleles. Le point double 


\ az 


est done un point de rebroussement conique dont l'axe de rebroussement es! 
la droite a linfini 


pm 
J eb; 





rt OP +y +3 Sn + Ipn-ı(@;; b;, )= — ! = V. 


oa, 


Ainsi la surface asymptote A possede deja 3m(m—?2) points doubles « 
infini, lesquels sont des points de rebroussement conique dont laxe est a lin- 


fini parallele a la generatrice dinflexion correspondante. 
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.) 


IP. Soit une direction asymptotique («a,/?,y) parallele a 
I’un des plans d’inflexion. 
Supposons la droite («@,,y) parallele au plan 


en io ) Q OPm \ „CF — 0; 


a Ze 
oa, ob, oc, 





I « 


on aura donc les relations 


op og ot 

Pd = A. +7 et ir 
oa; ob, oc, 

dou 


4a,Pp,y)=V et 6lo,P,y)>d. 


On trouve pour le plan asymptote de la surface 4 











OP OP OPm 
eG Ih ade 1 Pal) =, 


et cela, quelle que soit la direction («,/,,y) parallele au plan considere. Ainsı 
La surface asymptote possede a Finfini Bm(m— 2) droites: pour chacune 
d’elles, le plan tangent en un point quelconque reste fire et coincide avec le 
plan asymptote de la surface U correspondant a Farete dinflexion a laquelle 
est parallele la droite a Finfini consideree. 
IV’. Soit une direction asymptotique (a,/,y) parallele aune 
des intersections du cöne y,„(x@,y,2) avec ses plans d’inflexion. 
Chaque plan diinflexion 











Om Of Op 
I en E= Y r -— 2 Bu e — 0. 
oa, ” oc, 


par exemple, coupe le cöne 4,„(x,Yy,z) suivant m droites, dont Irois coin- 
eident avec l'arete d’inflexion (a,, b;, c;); il en reste (m — 3) autres qui donnen! 
autant de points a linfini dont nous allons etudier les proprietes. 

Soit (@, ?,y) une de ces intersections; on aura alors 








Op Opm OPm r une 
Pt ARNO, 
(28.) d’oi 
4(0,P,y)=0; 6;a,P,y) 0. 


Les equations (20.) et (22.) donnent d’abord 


op op op 
Zu = 0, E72 = 0, %r = 0: w(6, P, Y) — 0): 


done ces points a liinfini sont des points doubles. 





u iR PRUN ;; nn sd RAN ya 
ur are nern u ee A one ner a Ko ur nn En 
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En tenant compte des relations (28.), on trouvera pour l'equation du 


eylindre asymptote 








OP Om , Om | ||: Om |, Of | © 2 / | 
—44y—— +2 In BY) NE HtY +3 + (a,.b,,c 
) iE cv Yy oß 12 oY An P y) ca, L J ob . © ip, 11%, 95€, 
29. | 
| | X (a, ß, 7) ei (a er — 0: 
He 0,(a, ,}) Fn-ı\ + P,Y)Ym- (a;, b,, €;) . 


cest un eylindre proprement dit dont les plans asymptotes sont. Fun le plan 
asymptote de la surface U correspondant a la generatrice d’inflexion (a,,b,. 

et Vautre le plan asymptote de la surface U correspondant a llarete (we, 9.7) 
situee dans le plan dinflexion. 

Ainsi, sur chacune des I3m(m—?2) droites que la surface asymplote 
possede a Finfini, il y a (m—2) points doubles, dont un est un point de re- 
hroussement conique pour lequel Taxe est a linfini. Par consequent, la surface 
asymptote possede dejä 

3m/m—?2) 
points doubles a Finfini, parmi lesquels il y a 3m(m—?2) points de rebroussement. 

V“. Soitl une direction asymptotique («a,/,y) parallele a 
"une des intersecetions des plans tangents dinflexion entre eux 

Soit (@,P,y) une de ees intersections; on aura. par exemple: 











B% of m „ - of Br „2 0 
E: 9, ’ cc, i 
30. | h 
# © Im ı 932m „Fan _oO 
TE 
\ da, ob, oc, 


les equations (20.) et (22.) donnent 








sl: N | d 
Br Vo, — =), = = W; w(o, P, Y) — (0): 


oR OY z 
done les points ä linfini correspondants sont des points doubles 
En tenant compte des relations (30.). on trouvera pour l’equation du 


evlindre asvmptote 








— On R: Im , Of Cm OP OP 
a + Hpn-1(a,bi,c) || + Er + Fe Hp, (a,,b,,6, 
2 | 9a, Y a 'b, “ oc, Pm—ı\ D is; T oa, +Yy ob, r 06, | Ipn—ı da, D b, ” C 
‚ . | 
[ xle,P,Y ; 
| 1 Fa  $Pnm-ı\ A;. b;, C;) )Pm-ı(@;, b;, C,) == @: 
m\3 93 P 


cest un eylindre proprement dit dont les plans asymptotes sont les. plans 


asymptotes de la surface U correspondant aux aretes d’inflexion (a,b. c;). 
ar 
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Or. le nombre des plans diinflexion etant 3m(m— 2). le nombre de 
leurs intersections e. a. d. le nombre des droites actuelles («@,,y) sera 


3m(m — 2) Ä 


5 dm (m— 2) —1]: 





ce qui donne autant de nouveaux points doubles. 
Theoreme. Donc, en definitive, la surface asymptote possede, en tout, 


3m (m — 2) [3m (m — 2) —1] 
2 


> f ON 
„nam 22 au _ 3m(m—?2) o.: 
+3m(m— 2)" = — 2 [3m - 


Am —5] 











points doubles, parmi lesquels il y a 3m(m—?2) points de rebroussement. Sur 
chacune des 3m (m— 2) droites que la surface asymptote possede a Finfini, il y «a 


( 3m’ — > —5 ) 


points doubles, dont un est un point de rebroussement. 
90. Nous signalerons encore la propriete suivante: 
La surface proposee U etant de degre m, la surface asymptote est. 





en general, du degre m(3m—5); ces deux surlaces se coupent done suivanı 


une courbe gauche de l'ordre m’ (3m —5). 


Or 
(1°.) U - Pan ty m—l1 + Ep u u — 07 
ı rP 
(2°.) 4 > pmOHt [Pn—ı + Pin = Ö, (2, Y; 3) Pm—ı (a,, b;. c,)] + ty = Bi 0. 


Retranchons de la seconde &quation la 1°“ multiplice par ®#, et divisons par 
/, ıl vient 
Ip 
Qu Fe yA/(» .\] n L£# 
(3 .) S= nl d,(2, Y, 3) Pal, bi, c))+tlX - Yan. 0)+ tl... =O. 


f 


. 
Retranchons encore de cette derniere Equation la 1“* multipliee par 29,y,._1(a,,b,,c,). 
i 


on trouve, apres avoir divise par t, 





2.) 2" =x-09,._.2— Pan .20,(2,4,3) nl ,d;,C) +) +) =). 

Or la surface I” est du degre [m (3m —5)—2] ou (m—2) (3m +1); done 

La courbe d’intersection de la surface U et de la developpable asymptote, 
laquelle courbe est de lordre m’(3m—5), se trouve sur une surface de lordre 
(m—?2) (3m +1). 

51. Remarque. 

Tous les calceuls et consequences developpes depuis le n’. 44 jusqu’au 
n°. 91 ont ete etablis dans U’hypothese oü le cöne p,„(x, y, 3) n’a pas d’aretes 
doubles. 





ng ee nr ee LETTER RT Ted a Na 
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Supposons que le cöne (X, Y; z) ait une arete double ordinaire. 

Nous savons que, dans ce cas, l’ordre de la surface asymptote se trouve 
diminue de deux unites [n°. 29], il est, par suite, egal ä 

[Im (3m — 9) — 2). 

Les directions asymptotiques sont alors: 1°. les generatrices du cöne %,: 
2°. les droites paralleles aux plans dinflexion restants; 3°. les droites paralleles 
aux plans touchant le cöne g, suivant l’arete double en question [n°. 39]. 

Mais la presence d’une arte double diminue de six unites le nombre 
des aretes diinflexion; par consequent, la fonction 6'°(x,y,z) correspondan! 
aux plans d’inflexion restants sera ici du degre [3m (m—2)—6), la fonction 

Pn (8, Y, 2)- 0 (z, Y, 2) 
est done du degre [m +3m(m—2)—6]) ou [m(3m—5)—6]; par suite, les 
premiers membres des equations des plans tangents P et Q suivant l’arete 
double devront entrer respectivement au second degre. De sorte que l’en- 
semble des termes du degre le plus eleve pour la surface asymptote sera. 
dans le cas actuel. 
fm (z, 9, 3):.0 (x, y, 2).P'.Q°. 

Supposons que le cöne Y„(x,y,2) ait une arete de rebroussement. 

Nous savons que, dans ce cas. l’ordre de la surface asymptote se 
trouve diminue de guatre unites [n’. 30]. il est, par suite, egal a 

[Im (3m —5)—4]. 

Les directions asymptotiques sont alors: 1°. les generatrices du cöne y,(x,y,2): 
2°. les droites paralleles aux plans diinflexion restants; 3°. les droites paral- 
Ieles au plan touchant le cöne g,, suivant l’arete de rebroussement [n°. 42). 

Mais la presence d’une arete de rebroussement diminue de Auit unites 
le nombre des aretes dinflexion, par consequent la fonction 0" (x, y, 3) cor- 
respondant aux plans diinflexion restants sera ici du degre [3m (m—2) —8]: 
la fonction 

Im (®, Y: 2) .0" (2, Y; 2) 

est done du degre |m+3m(m—2)—8] ou [m(3m—5)—8]; par suite, le 
premier membre R de l’equation du plan de rebroussement doit entrer au 
4°" degre. De sorte que l'ensemble des termes du degre le plus &eleve pour 
la surface asymptote sera, dans le cas actuel. 


pn(X,Y,2).0" (x, y, 2). R*. 
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Il’. Cas oü le cöne des directions asymptotiques est d@composable. 

92. Lorsque le cöne des direclions asymptoliques de la surface U se 
decompose en plusieurs cönes de degres moindres que m, on peut determiner 
isolemeni la surface developpable asymplote correspondant a chacun de ces 
cönes; ensemble de ces surfaces partielles constilnera la surface asymptote 
complete pour la surface proposee. 

Evaluons le degre de ces surlaces asymptoles parlielles. 

Reprenons la nolalion &,. &. 7,3, pour les variables, et representons 
respeclivement par w(2,,%,7,) el ve(X,,2%%.7;) les fonctions homogenes 
Ym(X, Y,2) et Pa (ET, Y, 2). 

Supposons, par exemple, quon ail 

(32) 9, us, %)=P(2,0%,2%).Q (2, &:, 25). 
les fonctions P et ( elant respeclivemen! des degres p ei q, de sorle que 
(33.) p+gq = m. 
L’equation du plan asymplote correspondant a une generatrice (7). .0,..0,) du 
eöone P(x,, X, x%,) sera 
34.) sPı ++; P;+tf!" =0. 
avec la condition 
(34°®,) Prien...) =P"=-6; 
nous avons, en outre, Pose 


RE. BE 


4 
i 





(39. ) f ‚Li . Io Pr C;) un 


S| nz 
De r) 
S|8 


,, 8, 


1? 2 
Les raisonnements et les caleuls du n’. 8 sont applicables ici. De sorte que 


si l’'on pose 
ıDp > ) 
Pı P.: P;; 


ae P, Par P.: r 9, a ee 


7 


t 


| 
| u  P 


! m Pr 2 
' (7, _— fı N, + hPda+hda . 


we 


ÄÜ 


(36. 


on trouve que le nombre ‚des generatrices de la surface asymplole (correspon- 
dant au cöne P (x, &,%;) ) rencontrees par une droite arbitraire est egal au 
nombre des solutions communes ou des generatrices communes aux deux cönes 
dh & W+AS| 

(37.) a m n+A; 5 =0, Play a,a,)=®. 

d; &; +49) 


Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 3. 33 
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Or. si on remarque que 


premiere des equations (37.) pourra s eerire 


1 u Ab 








on jb = Adat Bath 
A, nn (0 ®, —D 0 ’ 


Mais les fonetions P, Q, ©. sont des degres respeclifs 
», (m—-p), 3(p—-2); 
on voit d’apres cela. et en ayant egard Aa (33.). que lequation (38.) es! 
du degre 
(p+2m—5). 
Done le degre de la surface asymptlote partielle correspondant au 
cöne Pr. 2, 0,) des direelions asymptotiques est egal A 
N, = p(p+?m—5). 
p etant Je deere du cöne P(x,. a, %;). 
Le degre de la surface asymplote partielle correspondant aux direc- 
ions asvmploliques du cöne VO (x, %, 2,) sera 
N, = g(g+?2m—5). 
y elant le degre du cöne O(x,, X, X;). 

L’ensemble de ces deux surfaces constitue la developpable asymptote 
complete de la surface proposee; or cet ensemble de surfaces sera, eu egard 
a Ja relation (383.). du degre 

N=N,+N, = m(3m—5) —2pg. 
33. I est facile de generaliser ces considerations, et de voir que, si 
(nt, y,3) = P(z,y,2).O(x,y,2).R(x, y,2).S(x, y, 3)... = 0 
est F’equation du cöne des directions asymptotiques, si p, q, r, s ... sont les 
degres respeclifs des fonctions P, Q, R, S, ... Vensemble des surfaces 
asymptotes partielles formera un systeme du degre 


Ne m(dm—5)—Rr(pg-+pr+ps+"+gr+-). 
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Done, lorsque le cöne des directions asymptotiques se decompose en 
plusieurs cönes, les surfaces asymplotes partielles correspondant aux differents 
cones forment un systeme de surfaces dont le degre est moindre que le degre de 
a surface asymptote correspondant au cas general ou le eöne y„(x,y,3) est 
indecomposable; la diminution du degre est egale au double du nombre des 
interseclions des cönes partiels pris deux a deux. 

Ce rösultat esi parfailement d’accord avec la conelusion enonece au 
n'. 91 

Je ne m’arrelerai pas a l'examen des cas partieuliers qui se presenten! 
dans la question acluelle; et je terminerai en resumant les differentes pro- 
prieies de la surface asymplote qui nous ont ele fournies par llanalvse de- 


veloppee dans celle 2°" parlie. 
| 


III. Resume general. 

54. La surface developpable asymptote ‘est l’enveloppe des plans 

asymptotes de la surface proposce U; elle est. en general, de Fordre 
N = m(3m—95)., 
si m est l’ordre de la surface U: et de la elasse m(m—1 

Lorsque le eöne p,„(r,y,3) des direclions asymploliques possede 
une arete double ordinaire ou une arete de rebroussement (ne corres- 
pondant pas a un point double de la surface U) loordre de la surface 
asymplote est diminue de deux ou de guatre uniles. 

Lorsque la surface U a un point double a linfini,. lordre de la 
surface asymplote est. en general, diminue de siw uniles; mais, si la 
direelion asymptotique eorrespondant au point double est une arete triple 
du eöne 9,(x,Y, 2), la diminution sera de nenf ou de douze uniles, sul- 
vant que celte droile est une arete simple ou une arcle double du 
cöne Y„_ı(%, 9, 2). 

Les directions asymploliques de la surface asymptote sont: dabord. 
les generalrices du cöne y,„(@,y,3): en second lieu, des droites quel- 
conques paralleles aux plans diinfllexion du cöne g,(@,y.2). el aux 
plans touchant le cöne suivant des arctes doubles. lorsquil y a de telles 
areles. 

On peut conclure de la l’expression des termes de degre N el (N—I 
de l'equation de la surface asymplote 


33 * 








256 Painrin, points a Uinfin sur les surfaces algebriques. 


La surface asymplote possede, en general, a lFinfini 3m (m—2) droites: 
le plan tangen! reste invariable quel que soil le point considere sur une 
de ces droites. Sur chacune de ces droiltes, il ya 


3m’ — 4m —5 


2 





points doubles pour la surface asymptlote, dont un est un point de re- 
hroussement de conique pour lequel Taxe est a linfini. La surface 
asymplote possede, en toul, 


3m (m — 2 
» 


— 


- (3m? — 4m —5] 





points doubles, dont 3m(m— 2) sont des points de rebroussement cor- 
respondant aux arctes dinflexion du eöne g,(r, y, 2). 

la courbe diintersection de la surface proposee avec la surface 
asymplote,. courbe dont llordre est m’(3m —5), se trouve sur une surface 
d’ordre (m—2)(3m+1). 

Lorsque le cöne des direetions asymplotiques se deeompose en plusieurs 
eones, les surlaces asymptotes parlielles correspondant aux dillerents cönes 
[ormen! un systeme de surfaces dont le degr& est moindre que le degre 
de la surface asymplote correspondant au cas general oü le cöne es 
indecomposable; la diminution du degre est egale au double du nombre 
des interseclions des cönes parliels pris deux a deux. 

Lorsque l'equation de la surface proposece peut eire amence ä ne 
plus renfermer de termes du degre (m—1), la surface asymptote est le 
eöne (X, 4,2) des direelions asymptoliques; et r&eciproquement, lorsque 
Ious les plans asymptotes enveloppent un cöne, l’equation de la surface 


peut elre amenee A ne plus renfermer de termes du degre (m—1). 








Ueber die simultane Integration linearer partieller 
Differentialgleichungen. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 


Die Aufgabe, die gemeinsamen Lösungen mehrerer linearen partiellen 
Differentialeleichungen zu finden, ist von Jacobi im 60°" Bande dieses Journals 
p. 231. und ausführlicher in seinen demnächst zu publieirenden Vorlesungen 
über Dynamik, für einen besondern Fall behandelt worden. Dieser Fall be- 


steht darin. dass, wenn eine Reihe von Gleichungen 


1) AfN)=9 Af)=9I, ... Alf)=V 
vorliegt, wo 
n a ae Mc ir 
(2.) u 1(f) u A, Fr 1 A; rt. de A, ÖL. . 
Per. on 


zwischen den Operationen A die für jeden Werth von und z gültige Iden- 
tität stattfindet 
3.) AAN) -AA(f)) 0. 

Jacobi hal gezeigt, dass in diesem Falle die Gleichungen (1.) »— 
oemeinsame Lösungen besitzen, und hat den Weg, sie zu finden, angegeben 
Eine Modification seiner Methode habe ich im 61°" Bande dieses Journals 
p. 168 dargestellt. 

Im Folgenden werde ich die Aufgabe ohne Voraussetzung der iden- 
tischen Relation (3.) aufnehmen und zeigen. wie unter allen Umständen das 
Problem sich auf den von Jacobi behandelten Fall zurückführen lässt. wo- 
durch dann die Frage nach der simultanen Integration linearer partieller Dil- 


lerentialgleichungen in allgemeinster Weise gelöst ist. 


5% 


Begriff eines vollständigen Systems. 
Ein System von Gleichungen 
/ Pu PA m 
4.) A(N=9, Alf)=V, ... AM -=0 
sei vorgelegt; es kommt zunächst darauf an, zu entscheiden, ob dieselben ge- 
meinsame Lösungen zulassen. und wie gross die Anzahl der von einander 
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ui 


unabhängigen ist. Ich bilde zu diesem Zweck aus den Gleichungen (4.) di. 
Combinationen 
5.) AAN) - AAN) = 0. 
welche wieder lineare partielle Differentialgleichungen ergeben. Entweder 
sind nun die Gleichungen (5.) lineare Combinationen der Gleichungen (4.). 
oder sie sind von diesen verschieden. Die unter den Gleichungen (5.). welche 
etwas neues ergeben. füge ich den Gleichungen (4.) hinzu, und bilde nun 
wieder sämmtliche Combinationen (5.). Indem man auf diese Weise fortfährt. 
oelangt man schliesslich zu einem Systeme, welches sich von (4.) durch eine 
Reihe hinzugefügter Gleichungen unterscheidet, und bei welchem endlich die Com- 
hinationen (9.) keine neuen Gleichungen mehr liefern. Das so entstandene System 
6.) AD AN ... AN=O 

nenne ich das aus (4.) abgeleitete vollständige System. 

Ein vollständiges System wird also durch die Eigenschaft definirt, dass 
sammtliche Ausdrücke (9.) lineare Combinationen des Systems selbst sind. 

Die grösste Anzahl von Gleichungen, welche ein vollständiges System 
enthalten kann, ist gleich ». Denn in diesem ungünstigsten Falle kann man 


( ’ D . f » .. . ‘ ® 
die - "linear durch die A,(f) ausdrücken, und also auch jeden linearen Dil- 
OL 


ferentialausdruck überhaupt als lineare Function der A,(f) darstellen. 

Wenn das vollständige System aus n Gleichungen besteht, so haben di: 
(Gleichungen keine simullane Lösung. Denn das System der Gleichungen (6 
führt dann auf die Gleichungen 
of 


u 0. ( r = 0. 4 re k [ — V. 


OT, O2, or, 


- 








d. h. auf die evidenie Lösung f= Const. 
Es wird sich zeigen, dass wenn vr <n, immer »—rv simultane Lösun- 
ven existiren. 
Ueber die Gleichungen des vollständigen Systemes kann man nun fol- 
senden Satz aufstellen: 
Sind 
N) = MAN + ALlf)+-+M,A,(f). 
N(f} = NA (f)+ N, A,(f} ++ +N,A,(f 


rgend zwei Iimeare Combinationen der Ausdrücke (6.). so ist auch immeı 


MN N)—-N(M(f)) 


PANE solche. 








Clebsch, über simultane lineare Differentialgleichungen. 2549 


In der That ist 
M(N(f}) = ZM(N,).A,(f +2 =<SN,M,A,(A,(f)). 
P 4 
N(M(f Ya EN(N,;). A;( [ f)- Ei >53 Z= N, M.. 1. „(Alf ). 
q 
Die ersten Theile der rechten Seite haben Pi schon die verlangte Form: 
die Dilferenz der zweiten Theile 
DN ’ A IF. f, 
ZENMNA(A,(N) A,(A;(f})} 
nimmt dieselbe Form an, weil der eingeklammerte Ausdruck der Voraus- 
selzung nach sich in jene Gestalt bringen lässt, wenn die A ein vollständiges 
System bilden. 
Hieraus geht sogleich hervor, dass die Gleichungen eines vollständigen 
Systems, wenn man sie durch irgend welche lineare Combinationen ersetzt, 


immer auf ein vollständiges System führen. 


S. 2. 
veduction des vollständigen Systems auf ein Jacobisches. 

Unter einem Jacobischen Systeme verstehe ich ein solches, bei welchem 
die Ausdrücke (5.) nicht lineare Combinationen der Gleichungen (6.) sondern 
identisch Null ink Dieses System hat Jacobi a. a. O. integriren gelehrt. 

Ich werde jetzt zeigen, dass es immer unendlich viele Arten giebt, ein 
vollständiges System in ein Jacobisches zu verwandeln. Nehmen wir v will- 
kürlich gewählte Functionen %,» >, ... Y,, und bestimmen die v Gleichungen 

a) Aa Kfi-G ... Bif}): 
aus den identischen Relationen *): 
Aıf) = Alyı)Bi(f)+ — )B(f) + +A(p,)B,(f)- 
AN = A BlN+A@)BAN+-+ABLN. 
| (f£ 2 ! | f \ >» /’p 
A,(f) = A,(pı)B, (f)+A, (f: )b >7\ (f)+"+A,(,)B, (f)- 
bilden die Gleichungen (%.) ein Jacobisches System, d. h. es ist identisch 
’Q\ ı/M e\ B/AN 
(9.) Bi(B,(f))—-B,(B;(f)) —— 


Der Beweis für die Richtigkeit dieses Satzes ist sehr leicht zu führen. 


(9.) 


Setzt man in den Gleichungen (8.) für f der Reihe nach $,. >» :.. %,. so 


Dieses System findet sich schon in meiner Abhandlung über das Pfaffsch« 
Problem im 61°!" Bande dieses Journals. 
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ergiebt sich durch Auflösung des Systems linearer Gleichungen 

(10) By, = ®, 
so oft ö von z verschieden ist, und 

(11) By) =1. 
Nun ist der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (9.) nach dem am 
Ende von $. 1 bewiesenen Satze eine lineare Combination der Ausdrücke A, 
also auch. wenn man für die A(f) aus (8.) ihre Ausdrücke in den b{f 
setzt. von der Form: 

B(B,(fN)—-B,Bi(f)) = GB (+GB(f)++G,B,(f). 
Selzt man in dieser Gleichung für f der Reihe nach y,. 9, ... g, und be- 
rücksichtigt die Gleichungen (10.), (11.). so erhält man hieraus der Reihe 
nach die Gleichungen 
ei Sei ..: Bu 

d.h. der fragliche Ausdruck muss identisch verschwinden, was zu beweisen war. 

Die transformirten Gleichungen (7.) haben aber nicht allein die Eigen- 
schaft, ein Jacobisches System zu sein. Ebenso wichtig ist die zweite Eigen- 
schaft. welche aus (10.) folgt. Jede der transformirten Gleichungen besitzt 
nämlich v—1 bereits bekannte Lösungen, denn jede wird durch diejenigen 
Functionen g befriedigt, deren Index von dem der betreffenden Gleichung ver- 
schieden ist. So wird durch die Transformation (8.) ein doppelter Zweck 
oleichzeitig erreicht. 

S. 9. 
Integration des Jacobischen Systems. 

Ich muss des Folgenden wegen hier die Methode kurz wiederholen. 
welche zur Bestimmung einer gemeinsamen Lösung der Gleichungen (7.) führt. 
Sie besteht darin, dass man successive Lösungen sucht, welche die erste, die 
ersten beiden. die ersten drei etc. der Gleichungen (7.) befriedigen. Es handelt 
sich also nur um eine Darstellung des Weges, welcher von einer simultanen 
Lösung w,_, der ersten ö—1 Gleichungen (7.) zu einer simultanen Lösung vw, 
gelangen lässt, welche auch noch der “" Gleichung genügt. Man hat dann 
der Voraussetzung nach w,_, so bestimmt, dass 


B, ( WW, ,) = 0. B; \ Wi) =VU, nn. a B_, (w;_ı) un 0. 


Daraus folgt wegen der identischen Relationen 
> / / 
B.(B,(w,_,)) Dun B,(B(w._))-. 








d 
d 
Y 
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dass auch 


u ,=Blw., “Mas=B(o,.) ete. 
. x . _ run (u . a . 
den ersten ö—1 Gleichungen (7.) genügen. Ist nun ww“) die erste Function 


= . . ” . 4 (u 1 
dieser Reihe, welche sich als Funetion von W, 1. W122... WW. We. 


y, darstellen lässt, und betrachtet man , als Function eben dieser Ausdrücke, 


so hat man 








a ta , ow ow  ow 
> ] N N \ N 
0=B(w)=B(y) —— +Bi(Yi) 2—+"+B,(gy,)— 
a ie op, ’ o9p;-1 09, 
| op | ow | (u—1) Oo 
>»; \ ı > \ I / ? 
. u B, \ | )- 4 B \ VW; — u 9.6 . B, \ wv, f ‘ . 
oO u ' ow / ; ) a“ 1) 
ı Ei 
oder 
1 ow, ow Ar oW (u) owW 
4% ie E a Fe Pe: EEE } vı 
(12) 0= ——+Y_: + Was ++ WW 
op; ow,—ı oWy;_ı ow“ 
ı—1 


Jede Lösung w, dieser partiellen Differentialgleichung mit «+1 unabhängigen 


Variabeln ist zugleich eine simultane Lösung der ersten ö Gleichungen (7.). 
Die Anzahl von Lösungen, welche ©—1 Gleichungen mit » Variabeln 
semein haben, kann nie grösser als a—(i—1) sein; daher kann auch die An- 


zahl der Functionen 
(u—1) 


v1, Vs +. Wıon Ps Pam +» P 

diese Zahl nicht übersteigen, oder es kann « höchstens gleich »—v werden. 
Die Gleichung (12.) ist also eine lineare partielle Differentialgleichung mil 
höchstens a—r-+1 Variabeln; und die Bestimmung einer gemeinsamen Lösung 
aller » Gleichungen erfordert also die Kenntniss je einer Lösung von v 
Gleichungen mit 2—r--1 unabhängigen Variabeln, oder was dasselbe ist, die 
Kenntniss je eines Integrals von v Systemen von je 2—r simultanen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung. 

Um alle verschiedenen simultanen Lösungen des Systems aufzulinden. 
muss man zunächst die letzte der v verschiedenen Gleichungen (12.) voll- 
ständig integriren. Ist in derselben «—=r—rv, so hat man sofort alle ge- 
meinsamen Lösungen gefunden. Ist aber « kleiner, so findet man hierdurch 
nur einen gewissen Cyclus dieser gemeinsamen Lösungen. und man muss 
weitere Lösungen der vorhergehenden Gleichungen (12.) aufsuchen. 

Wenn der erste Fall eintritt, so findet man 2—r gemeinsame Lösungen. 
und es existiren also wirklich so viele Lösungen. Im anderen Falle kann 
man einen Beweis dafür fordern, dass wirklich so viel Lösungen vorhanden 
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sind. Diesen Beweis kann man leicht in folgender Art führen. Seien x 
semeinsame Lösungen der Gleichungen (7.) bekannt. Führen wir diese in 
das System (7.) als Variable ein, neben »—z anderen Variabeln, so ver- 
schwinden in allen Gleichungen die Glieder, in welchen nach der ersten Art 
von Variabeln differentiirt wird. Man hat also dann ein System von v Glei- 
chungen mit nur »—x Variabeln vor sich, in welchem die gefundenen x Lö- 
sungen die Rolle von Constanten spielen. Dieses neue System ist noch ein 
Jacobisches,. und hat demnach wenigstens eine von den früheren verschiedene 
Lösung, sobald nur „—z>r. Es giebt also immer noch weitere Lösungen 
bis zuzx=n—r, d.h. das System hat a—rv gemeinsame Lösungen. 


$. 4. 
Die Integration der partiellen Differentialgleichungen. 

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen mit » unabhängigen 
Variabeln führt bekanntlich nach Jacobi auf die Aufgabe, successive eine 
simultane Lösung für je ein System von 1, 2, 3. ... n—1 linearen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung zu suchen. 

Bedienen wir uns des von Jacobi eingeführten Symbols 


ir /op ow COw Op 
), = > - re ae 
(9; Y) Han‘ &- op; or; 3) 





wo die p die Differentialquotienten der unbekannten Function nach den x be- 
deuten; ist f=c die gegebene Gleichung, und sind 
fi —=(ı, fi = 04 +»... Fe = 
die Gleichungen, welche mit f=c zusammen diese als Functionen der & und 
und der willkürlichen Constanten ce bestimmen, so erhält man 
fi als Lösung von (fi, f)=d. 
f; als Lösung von (k, N)=d (fr, f)=V®. 


. * [2 . [3 ® “ “ “ 


fi. da hing vn (MEI er real 
Jedes dieser Systeme ist bereits ein Jacobisches; aber diese Eigenschaft kommt 
bei der Anwendung des in $. 3 entwickelten Verfahrens nur in sofern in 


Betracht, als dasselbe ein vollständiges ist. 

Man hat aber bei diesem System noch den weitern Vortheil, dass man 
für das erste System schon die Lösung f, für das zweite die Lösungen fund 
fi, ete., für das letzte f, fi, --- fa. kennt. Die Ordnungen der Integrationen 








vw 





s 
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welche man bei den verschiedenen Systemen auszuführen hat, erniedrigen sich 
dadurch um weitere 1, 2, ... »—1 Einheiten. und man bedarf also zur Auf- 
stellung sämmtlicher Functionen f je eines Integrals von 
1 System von 2%»—2 Differentialgleichungen erster Ordnung 
2 Systemen - 2n—4 - - - 
3 - - 2n—6 - - - 
n—1 - - 2 - = - 


$. 5. 
Darstellung der von Herrn Weiler gegebenen Vereinfachung von Jacobis Methode 
der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

In Schlömilehs Zeitschrift für Mathematik, Jahrgang 1863 p. 264, hat 
Herr Weiler eine Untersuchung über das in Rede stehende Problem ver- 
öffentlicht, in welcher eine Vereinfachung der im vorigen $. auseinanderge- 
setzten Integrationsmethode enthalten ist. 

Diese Vereinfachung, welche die Anzahl der erforderlichen Integrationen 
verringert, und sich bei genauerer Prüfung als eine natürliche Fortentwicke- 
lung der Jacobischen Methode erweist, besteht in folgendem. 

Die Systeme, deren successive simultane Integration die Aufgabe er- 
fordert: 

1. (fı. f) —0, 
2. (R» =, (R> h)=0, 


rl. nf) nf), ... (Genfa) = 0 
sind nicht völlig unabhängig von einander; vielmehr unterscheidet sich jedes 
folgende System nur durch den Hinzutritt einer einzigen weitern Gleichung. 

Um auf die vorliegenden Systeme die oben ($. 3) auseinandergeselzie 
Methode anwenden zu können, muss jedes System in ein System von der 
Form (7.) transformirt werden. Dabei kann jedesmal ein neues System von 
Functionen g angewandt werden. Wir wollen aber hierüber nun folgendes 
festsetzen: 

1. Bei jedem folgenden System sollen immer wieder dieselben 
Functionen benutzt werden, und nur eine einzige neue Function g soll 
hinzutreten. 

2. Die Function y,, welche bei dem ©" System hinzugefügt werden 
muss, soll eine aus der Reihe der simultanen Lösungen sein. welche man 

34 * 
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für die ©—2 ersten transformirten Gleichungen des vorhergehenden Systems 


sefunden hat. 
3. Statt der Gleichungen des ©" Systems soll man, um dieselben auf 


die Form des Systems (7.) zu transformiren, die schon transformirten Glei- 
chungen des (#—1)"" System benutzen, und nur die letzte Gleichung unver- 
ändert hinzufügen. 
Die transformirten Gleichungen, welche aus dem obigen Systeme her- 
vorgehen, bezeichne ich durch 
. BZ) = = 
2. BR()=0, BPM=0, 


n—1. Benrr, )=0, BOg_)=0, ... Bode )=0. 
Nach der Bestimmung No. 3 sollen nun 
B"’(F, BF), ... BP(M 
sich aus folgenden Gleichungen bestimmen: 
BUT’ (F) = Bi (p,) BO (F)+ BY (2) BP’ (F)+ + Bi (,)B®(F), 
BG» (F) = BEP (g,) BP (F)+ BP (g.) BE(F)+-- + BT (p,) B®(F), 
BR 6 Ai are 
(FF) = BT’ (p,) BO (F)+ BET’ (pr BOCK )-+ ++ BIZP (9) B® (F). 
(»Ff) = (m JB (F)+ (fin P)B (Ft + (fin p)B(F). 
Nun ist, weil bei der Bestimmung der BU” die ersten ö—1 Functionen y 
bereits benutzt sein sollten: 
Bm), BiDp) 1, 


wenn k und % kleiner als ©. Ferner sollte y, eine simultane Lösung der 


\ 


Gleichungen 


GC) (m) — %i—1) .. GN) p\ — 
Br’) Fra) ...’ ia) 
sein, welche natürlich von /;_, verschieden sein muss. Hierdurch redueciren 
sich die Gleichungen (13.) auf folgende: 
ı BY’(F)= BW®(F), 
BS(F)=B®(F), 


(14.) 


\ BEGP(F) = BO,(F). 
BP (F) = BO, (F)+ BIP (g) BO (F 
(f-»F) = (kn Pp)B’(F)+(f-ı, ee p)Bi(F). 





Y g ihr ) NP \ 77) More \ Ir) ’ N 
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Man sieht also, dass bei dieser Art der Bestimmung jedes folgende System 
eine Reihe von transformirten Gleichungen mit dem vorhergehenden gemein 
hat; nur die letzte Gleichung des vorhergehenden Systems kommt in dem folgenden 
nicht vor, und dafür treten in dem letztern zwei neue Gleichungen hinzu. 
Man kann sonach das ganze System der transformirten Gleichungen in 


folgendem Schema darstellen: 


1. C(fı) =0, 
2. Dh) =0, CR) =0, 
3. Di(f) =0,D:;(f) =0, C,/f) =0. 


15.) | 


[u-2. D (f.-2)=0.; D.(-)=0, D;f. .)=0, + Gulf 2)=0, 
»—1. D,(f,_)=0, Di(f_1)=0, Di(f_)>=0; ... D,—(f_1)>=0, C, (s_)=0, 


wobei nach (14.) die hier durch €, D bestimmten Ausdrücke sich aus den 
identischen Relationen bestimmen: 
ic. (F) =D. (F) +6_ı Pi) C; (F) 


(16.) PR = (fi; yı)Dı(F) + (fi p)D;(F) tt 9) Di. (F) 
| + fm» p)C(F). 


\ 


Diese beiden Gleichungen dienen dazu um D,_,(F) und C,(F) durch die vor- 
hergehenden Ausdrücke darzustellen. 

Die simultane Integration der Systeme (15.) wird nun dadurch wesent- 
:te 


lich erleichtert, dass man für das : 
seiner ersten ö—2 Gleichungen successive aufzusuchen braucht. sondern dass 


System nicht mehr eine simultane Lösung 


diese schon bei der Behandlung des @—1'" Systemes gefunden ist. Man hat 
also in jedem System nur noch zwei Integrationen vorzunehmen: und die Be- 
stimmung sämmtlicher Functionen f bedarf also nur der Kenntniss je eines 
Integrals für ein System von 2n—?2 gewöhnlichen Differentialgleichungen, und 
für je zwei Systeme von Zn—4, 2n—b6, ... 2 gewöhnlichen Differential- 
gleichungen. 

Aber nur dann sind die Integrationen immer von so eeringer Zahl. 
wenn die Zahlen « überall ihre höchsten Werthe erreichen. Wenn bei irgend 
einer Integration der Cvclus der daraus abgeleiteten simultanen Integrale sich 
früher schliesst, so kann man endlich zu einer Stelle gelangen, wo entweder 
keine Function y, mehr gegeben ist, welche von f;_, verschieden. oder es 
wird doch nur eine Function dieser Art bekannt sein, so dass man keine ge- 
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meinsame Lösung der ersten ö—2 Gleichungen des folgenden Systems zur 
Verfügung hat. 


S. 6. 
Das Pfaffsche Problem. 


Die Aufgabe, den Differentialausdruck 


A, dr, 4- A, dx, = PP - Ä,, dx», 
in die Form 
F,df\+ FR; df»+ + F,df, 


überzuführen, habe ich im 60°" und 61°” Bande dieses Journals auf ein 


n.n- 


2 
welche die Functionen f definiren. Diese Differentialgleichungen habe ich durch 
A)=V, (fs fx] >= 0 


bezeichnet; und zwar bestimmen sich die Functionen f als simultane Lösung 


System von simultanen partiellen Differentialgleichungen zurückgeführt, 


folgender Systeme: 
fh: ()=0, 
R:(A)=I, I&fl=d, 
hs: (b)=9I IKSfl=% I Pl=0, 
fi : ( n) u; 0, va fi] Pen 0, FR fi] zu 0, Se. [Ei u —(. 
Jedes dieser Systeme bildet nach den a. a. O. bewiesenen Relationen ein voll- 
ständiges System in dem oben festgestellten Sinne, aber nicht ein Jacobisches 
System. Denn wenn fi, fi» --- fi-ı den ersten ö—1 Systemen genügen, so 
bestehen für das ©“ System die Relationen (k, h=1,2,...:—1): 
(NT), Ts hl FILTER; > hl =. 
Auf die obigen Systeme sind daher die Betrachtungen der $$. 2, 3 


sofort anwendbar, und die Aufsuchung der Functionen f bedarf daher der 
Kenntiniss von je einem Integral für 


1 System von 2»—1 gewöhnlichen Differentialgleichungen 
2 Systeme - 2n—3 - - 


3 -_ - n—5 jun es 








- 
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Aber auch hier tritt der Umstand ein, dass jedes folgende System 
sich nur um eine hinzutretende Gleichung von dem vorhergehenden unter- 
scheidet. Man kann daher auch die Methode des Herrn Weiler auf dieses 
Problem anwenden, und es gelingt nach dieser im Allgemeinen die Auffindung 
der Funetionen f durch Kenntniss je eines Integrals von einem System von 
2n—1 gewöhnlichen Differentialgleichungen, und von je zwei Systemen von 


2n— 3, 2n— 9. ... 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen. 


57 
Die partiellen Differentialgleichungen der Invariantentheorie. 

Jede absolute Invariante einer Function von » Variabeln oenüet be- 
kanntlich einem System von »' linearen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, und es muss eine besondere Eigenschaft dieser partiellen Differential- 
sleichungen sein, dass sie eine gewisse Anzahl simultlaner Lösungen zulassen. 
Ist » die Ordnung der Function, und 

a ET RES, 

so ist (», p) die Anzahl der Coefficienten der Function, also (,p) die An- 
zahl der Variabeln, nach denen in jenen Gleichungen differentiirt wird. Die 
höchste Anzahl gemeinsamer Lösungen, welche jene Gleichungen besitzen 
können, ist also (2,p)—r'; und wenn jene Gleichungen bereits ein vollstän- 
diges System bilden, so besitzen sie in der That so viele gemeinsame Lösungen, 
d. h. es giebt (», p)—n von einander unabhängige simultane Invarianten. 
Dies ist der einfachste, und zugleich der strengste Weg, die Existenz von 
so viel Invarianten wirklich nachzuweisen, und der Nachweis. dass die be- 
treffenden Gleichungen ein vollständiges Svstem bilden, ergänzt also eine 
wesentliche Lücke der Invariantentheorie. 

In der That ist jener Beweis durch wirkliche Bildungen sehr leicht 
auszuführen. Bezeichne man mit Herrn Aronhold (Bd. 62, p. 291 dieses 


Journals) die »° partiellen Differentialgleichungen durch 


1.) DH) =%, 
wo go, o die Werthe 1. 2, ... » zu erhalten haben. Man findet dann wirk- 


lich, dass die Operationen 
D.(D,(N)—-D,(D,.(IN) 


oO\ 


nur auf lineare Combinationen der Gleichungen (1.) führen. womit jenes 
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System als ein vollständiges charakterisirt ist. Man erhält nämlich, wie eine 
sehr einfache pe lehrt, folgende identische Relationen: 


D.(D.UN)-D.(D. HAN) = -D.(M, 
D.(D,.( nen (DIN) = D,„(IT). 
D.(D.UN)—D,(D,(TM) = 0, 
D..(D,, IN) ng” (D„4N) = D„UN-—D,(M), 
(2.) D,(D,.(M)- De Du IT)) 
D,.(D,. IN)—-D,(D,,(IT)) 


a Du. —— uch 
'D.(D.4N)—D,.(D,. U) 
D.(DuaUn)—-D.(D,IT) = 0. 
In diesen Gleichungen bedeuten die in derselben Gleichung verschieden be- 
zeichneten Indices auch wirklich von einander verschiedene Zahlen; die Glei- 
chungen (2.) umfassen dann alle möglichen aus (1.) zu bildenden Combinationen. 


Die Gleichungen (2.) gelten übrigens auch noch, wenn das System (1.) 
sich auf sömultane Invarianten bezieht. 


(Giessen. den 5. Februar 1865. 
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Ueber diejenigen Curven, deren Coordinaten sich 
als hyperelliptische Functionen eines Parameters 
darstellen lassen. 

(Von Herrn Brill.) 


\ orliegende Abhandlung reiht sich an die Untersuchungen über die 
Anwendung der Abelschen Functionen auf die Geometrie, welche Herr Clebsch 
in einer Reihe von Aufsätzen kürzlich veröffentlicht hat*), an. Die geometrische 
Behandlung. also die Aufstellung der Probleme und die Deutung der Lösungen. 
lässt sich für den vorliegenden Fall (p=2) an vielen Stellen der für p = 1 
vanz analog durchführen. so dass ich dieselbe, sowie die ähnlich lautenden 
seometrischen Resultate, grösstentheils glaubte unterdrücken zu können. Von 
einigem Interesse dürften dagegen die zur Lösung der geomelrischen Pro- 
bleme nöthigen vorangeschickten analytischen Betrachtungen über hyperellip- 
tische Thetaquotienten sein, deren Ausgangspunkt ein Riemannscher Satz aus 
der Theorie der Abelschen Functionen bildet. 

Indem wir die allgemein bekannte Darstellung der hyperelliptischen 
Fimetionen von Roserhain zu Grunde legen, führen wir die Bezeichnungen ein: 

B+Cr 


‚ B+0z 
75 Gh ° du — ri 





dx: 


du = 


X X 2 


,ı [3 ns ch, 
v = fau+ du: = Sau'+fdu'; 
.. nz 


©) c2 
wo X=x.1-r2.1—-7x2.1—-4r.1-wr; B, C, B', C' so bestimmte Constanten 


sind. dass: 





i I 
1 42 u2 
- ) “ 
du=—-, /du=V, du = 4.logp, /du=4.2A, 
1 _r 1 
”2 42 
1 l 
1 42 i v0 ur 
. \ ’ in - , » \ h 
du =. di=—-, jdu=3.24, du’ = 4.loggq 
0 1 — 7. 1 
Ex 12 





*) Dieses Journal, Bd. 63, S. 189; Bd. 64, S. 43, S. 210. 
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Ist ferner: 
Ic +2 5 2, a2 
f ’ ER v xı _ m loep +n” logo qg + 4mn A-+- Im, v -+ ?n,ut, 
(33 \®, ® ) Be P; R; e 4 P 1 - 
—.—n 


so drücken sich die sechs Functionen Y, deren Quolienten in den von Rosenhain 
aufgestellten Formeln ((97.) seiner Preisschrift*)) von yX unabhängig 


sind. die also einen gemeinsamen Nullpunkt haben — bei Rosenhain 
v.yXK =. y No — durch %,, folgendermassen aus (wenn man unter p 


einen, übrigens für alle verschiedenen Factor versteht, der für keinen Werth 


der x verschwindet): 


L L u) u 
7 e E / AN f i ' ö 
pn(ld,0)=Pp- pe + fan, 0’ + fau'); pw(®,0)= P-Fn(® + fan, v + fdu'); 
« « 


) 1 
ur ur FE: 22 
l I 
) 2. Pr 
fan(d,0)=p. Yn(® + fan, + au‘): Py(®, 0) = P-pu(® + fan, 0’ + fan‘): 
1 1 1 N 
ur ur u 2 u2 
i l 
32 Fey 
/ ' ! j , j ’ 
fa (ev, 0) = P-Pn(® + fan, © + fau ): 
1 1 
ey ur 
Wir bestimmen zunächst die unteren Grenzen ce, und &. Würde für 





2. Yy N =2m.yA:e=e—=0, d. h. verschwänden für diesen Werth die sechs 
unpaaren y, wie es für diesen Werth von x, mit den sechs obigen y der 
Fall ist. so wären die unteren Grenzen einander gleich. Dies wird daher 
erreicht. wenn man statt vo, »’ das Argumentenpaar: 





1 1 
22 xy xo x? vj Vo 
w—=—v + fu — fan + fan, w — 0’ + [au — An + f au, 
m Y y I yı 


einführt, wodurch die obigen: 93 Po Pw fx Ps Y» der Reihe nach in die 
unpaaren: Pi Pa Psı Pur Pi Pi übergehen. Hierin ist y und y’ verschieden. 
indem im Allgemeinen die oberen Grenzen y und 7’ verschieden sind in: 


1 l 


“2 : 


/ F . v Y! ee 
fan - fan | fan, Saw + fan — fan‘ 
ea [3 


oq Ca ı) c 0 


Riemann verfügt nun (Bd. 54. $. 22 und 24 dieses Journals) über die unteren 


*) M&@m. presentes A Institut, tome XI. 
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Grenzen so, dass das von ihm betrachtete Theta, unser g,,. identisch ver- 


X X 


schwindet. wenn man als Argumente fan, fan wählt, dass also: 


Y y 


1u( fan, fan) — 0 


’ Y' 
Seinen Betrachtungen lässt sich aber auch jede andere der 16 Functionen y zu 
Grunde legen, und wir ziehen vor. eine der sechs unpaaren. z. B. ,,. zur 
Bedingungsgleichung für die unteren Grenzen zu wählen und bestimmen y. y' 


1u( fan, fan) —(. 
Y ? 


# 


so. dass: 


Nun verschwindet aber (Rosenhain, F. (97.)) der Zähler in dem Quotienten: 





u) _ uw) 
Po (d, ©) p,,(w, w') 
für © = 0: man hal mithin 


0 — ul fan + fu, [au + fan) == sul fan, fan) 
y Y y' y‘ e ö 





— const. yX, X: 


also: 

yay =®. 
Den Vortheil der Gleichheit von 7 und y’, sowie manche später ersichtliche 
andere hätte uns die frühere Grenzbestimmung nicht geboten. — Uebrigens 


wird der Uebergang zu den Argumenten mit anderen unteren Grenzen durch 
blosse Vertauschung der g bewerkstelligt. 

Wir notiren hier noch die unteren Grenzen, für welche die sechs un- 
paaren g, die uns gemäss unserer Entscheidung über die unteren Grenzen 
von jetzt ab ausschliesslich beschäftigen werden, identisch verschwinden. Man 


hat aus Obigem: 


\" — vu( Jan fan) — vul fan, fa) — vol für fi) 
P — yu( fan, far) — vl fan, fan) — vl Jan, fin‘) 


ze 


1.) 





l 1 

72 a2 u? 
die unteren Grenzen in diesen Argumenten sind jedesmal die zweiten Null- 
35 * 
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X 


punkte (Riemann, $.22) der sechs unpaaren Functionen val fan, au‘), die 


() 
ausserdem den Nullpunkt x, =0 gemeinsam haben. — Indem wir in der 
Folge die unteren Grenzen gleich Null annehmen, wenn wir Nichts darüber 
zufügen. und das zweite Argument in den Klammern weglassen‘, setzen wir: 


"B -Üx By Le: rÜ' 
= —de; = 
2: 


0 





# \ Bm / ! 
Ya) = Pr\U, u,). 


Die Funetionen y haben die Eigenschaft, dass sie, geschrieben mit den Ar- 
sumenten ,—%,, a.— a, verschwinden für zwei Werthe von x;, sowie für 
zwei Werthe von .,. Betrachten wir also ein Product aus u p ge- 
bildet mit solchen Argumenten, und alternirend für z, %,, ... a,, am besten 
aus lauter 4,, bestehend, weil wir auch sonst diese Function schon auszeich- 
neten, also: 


Pa la—a) PU Ur)... Pl —U,) Pl Ur) Pzrlduı — u.) = I (uU 525... W,,, 


u,” 
so sind die Nullpunkte des Products, insofern man es als eine Function von 
» oder von einem der », allein betrachtet, leicht aufstellbar: dasselbe ver- 


[2 


schwindet, als Function von x z. B., für 2=0, und zwar von der «'" Ord- 





nung *); für zer, 2=m,... =, (wo das Vorzeichen der Wurzeln 
für alle dasselbe) je von der ersten Ordnung. Es ist ferner periodisch und 
erhält, bei ‚Vermehrung von x, « um eine der Perioden: logp. 2A oder 
2A, logg. einen von der Summe: 


Kam —-W—-—u, oder von u." R——u 


f u 
abhängigen Factor. Derselbe wird aber blos von «, respeclive « abhängen. 
wenn man zu dem obigen Produet ./ den Factor: 

Pa (at ++ +%,) 
zufügt. Dividirt man noch durch das Product: 


url/ 


pr (w).pir (m). pr (2)... Pi (8); 

so wird der Factor, den der Quotient bei Vermehrung der Argumente um eine 
Periode erhält, auch von x, « unabhängig, und ist, durch Multiplication mit 
einem geeigneten Factor, der für keinen Werth von «, «' verschwindet, gleich 


*) Ein Ausdruck werde =0!, wenn er Null wird wie Yys—a für 3= 4; er wird 





dann Null wie die $ in jedem ihrer Nullpunkte (Riemann $. 2). 








dl 


gen 
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+1 zu machen (Riemann, $.26). Dies gilt der Symmetrie wegen ebenso für 
die «,. #,. — Der Quotient: 
9, uru +%+ tu). I/(u, u ,U%,,... u) 


u+l, 


u+l/; TEE ZRENIERTTE u DEN | 
“pa (u). Paı U)-Frı (U,)... Far (Uu) 





ist also nach Riemann gleich einer rationalen, symmetrischen Function von 
Lı, YÄı; &, VAR; - -- 2%, YA; z, YA, welche in Bezug auf x, YX fol- 
sende Null- und Unendlichkeitspunkte hat: 

0“ für 2=0 

0. für 2=0 
für 2, YA = 2, YA; del. er 2, yA= 2, YX;... , yA=a,, YA; 


also x! für 2 =Ö: 


0' für zwei weitere Punkte, die von u, ++ --- H@, abhängen, nämlich die 
zwei Nullpunkte von y5,(@+%+.+*-4%,) — nicht eiwa von einer anderen 
der 16 Functionen y, wie der einfachste Fall «= 1 in Verbindung mit dem 
Untenstehenden lehrt. — endlich noch: 


ot für =. 
Diesen Bedingungen genügt für gerade « eine Function von der Form: 
it ala 
Vx fa)+pir).yA;. 
wo f und g rationale Functionen von x resp. von der Ordnung 4u+1 und 
!a—2 sind. Denn die Zahl der zur Herstellung von « Nullpunkten im 
Zähler verwendbaren willkürlichen Coefficienten beträgt «. Der Klammer- 
ausdruck, gleich Null gesetzt, giebt eine Gleichung vom u-+2'” Grad, woraus 


sich die zwei noch übrigen abhängigen Nullpunkte berechnen lassen; für 20 











wird der Ausdruck &', für &: x“! wie verlangt. Obiger Ausdruck lässı 
sich also in Form einer Determinante schreiben, deren «+1 Reihen in den 
2, Lır 25... 2, gebildet sind; nämlich für gerade uw ist: 
P;, (u+ut tu). Ilu u,... u) 
+1 1 +1 Pr 
| Fı (WW). (W)...Faı (Wu) 
2) YA „ar? yA A. yA aut ni | 
\®» { vv TER, IV lu—3 / 1 ; | 
ib p YA, al” YA, .af ... YyX, art a... a 1 
> » 
ee We ee ee er 





| u 13 u | 
ET a. ee, .. au TV 


KA 


wo p hier wie in der Folge einen Factor bedeutet, der für keinen Werth von 
T, £> ... x, Null wird. Hieraus lässt sich leicht durch Nullsetzen von .,. 
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die Gleichung für «—1, also eine ungerade Zahl, herleiten; setzt man dann 
wieder « für «—1. so kommt für ein ungerades « statt des Ausdrucks rechts 
in (2.) der folgende (den wir in der Folge mit dem in (2.) zusammen mil 
$,(x,yX) bezeichnen wollen): 














IYX uI YX a9... YX E2: ed el 

| X. 9 YX,.2r X ut a) ee) 7, 1 
0; ER yA,-zı YA, a . Be 

| /V Ku—3) „/ !(u—5) s ® YyAu l(u-+-3 Uu-+l | 

ıyA,2h YAuxch‘ 3 zn, Ei N 1 


Dieser Satz (2.) und (2°.) ist ein Analogon zum dem von Hermite*) für 
elliptische Theta’s aufgestellten. — Er lässt sich in mancher Weise auswerthen: 
so liefert er sofort den Abelschen Satz, also das Additionstheorem für hyper- 
elliptische Functionen, in der von Hermite aufgestellten Form; ferner lassen 
sich. je nach den halben Periodenwerthen. die man den « (bis auf zwei will- 
kürliche) beilegt. die Ausdrücke für sämmtliche Quotienten der 16 Functionen 
y in den oberen Grenzen x, und x, bilden. — Von speciellen Fällen in- 
ieressirt uns aber hier zunächst nur einer, den wir gleich unten anzuwenden 
haben: setzt man nämlich 23, = 1,= = r,=0, so wird der Quotient links 
von dem Vorzeichen von yA, yA,. yA, unabhängig. der Ausdruck rechts 
also rationgl und zwar: 

9,(utw,+u,).p,(u —u) Pu —u,).$,,(U —u,) 

Pu) 45, (u). 92, (M,) 


Si ' x. 2.08, L, u 





Pr] ’ 5. 








je®,t, 
Auf ähnliche Betrachtungen gestützt, lässt sich eine Relation herleiten zwischen 
obigen algebraischen Ausdrücken und solchen 'Thetaquotienten, deren Ar- 
sumente wesentlich aus drei Integralen erster Gattung bestehen. Wir führen 
hiervon einen speciellen Fall an, der uns direct auf die: 
l. Bildung der Integrale dritter Gattung führt, nämlich: 








4 Pl — U —u).P,(a +u+u,) = ge 1—a.—a, 
p;: (u, +%,).9,,(®,) “ 


weiche Gleichung sich durch Vergleichung der Nullpunkte etc. etc. wie oben. 


*) Brief an Jacobi, Bd. 32 dieses Journals. 











Brill, Anwendung der hyperelliptischen Functionen auf die Curventheorie. 275 


Y(@a +u -+u,) 
Paı\ 27 durch 


Pa, U, u, ) 


ergiebt *). Nun lehrt Riemann ($. 25). dass sich log 
die Summe zweier Integrale dritter Gattung ausdrücken lässt. Bildet man 


\ 


also in der bekannten Jacobischen Weise dlog Ace: - 
P;1 


die parliellen Differentialquotienten transformirt, so erhält man. wenn: 





„ indem man rechts 


=0,+%.,. UW=ut%. 


pe, ru, 4 nn 


yla—u, u, 





dlog 























[ ie 1 ee +u)g(a — ) du Op(a+ ug (@— u) du‘ | 
g(a+u).p(e— nu) da ca YJar 
ne du ologp;,(«) a Mi: 1 : K, FL. K.}. 
oa' 72 u—2.,—ı,1yX, vÄ, 

Wo: 

Ey’ 4 WU, ‚4 0% 

K, u u? 

r E 
RK; se cz —a,).yAız —4,) .Y- Ay |, . 





q, dl, 

wo wieder 

p(l@a-+u).p(e—u) 
p2,(@).$2, (u) 

für » =0 in den obigen rationalen Ausdruck übergeht. und wo p dasselbe 


ER : ow ’ w m . 
wie in (4.) ist. I] „ kann nicht von YX,, yA, abhängen, weil der Aus- 
dg £ 


d; 


druck rechts eine Summe von zwei Integralen dritter Gattung sein muss. 
daher muss auch ©,—a, ein Factor von K,. 2,—a, ein solcher von K, sein 





ww == 


*) Diese Gleichung lässt sich durch einige Rechnung auch aus dem Rosenhain- 
schen Formelsystem (Anhang) herleiten. Der Absatz 6d daselbst liefert nach einiger 
Reduction mittelst Formel (100.) die folgende Beziehung, welche für a, = 0 in die 
obige Gleichung übergeht: 

Pl) 91 ww) 9. Ew) = P1.0) Pa) 93,0) 9 WIPO) PKW PP). 

Auch die Gleichung (3.) lässt sich als rationale 'T'hetarelation darstellen und lehrt, 
auch ohne Riemannsche "Theorie (Hermite, compt. rend. Bd. 40), die höchst eintache 
Reduetion solcher 'Theta, deren Quotienten Herr Prym (Neue Theorie der ultraellipt. 
Funet. Wien 1865, 8. 70) mit Unrecht als die allgemeinsten eines algebraischen Aus- 
drucks fähigen ultraellipt. Thetaquotienten bezeichnet, solcher nämlich, deren Ar- 
gumente aus der Summe von drei Integralen beste ‚hen, auf solche mit nur zweien. 
Aus den obigen Formeln und einigen analog gebildeten lassen sich leicht algebraische 
Ausdrücke für die Quotienten zweier solcher Rosenhainscher T'heta’s ableiten, deren 
Argumente eine Summe beliebig vieler Integrale sind. 
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und diese übrigens noch Functionen von resp. x, und x, allein sein, so dass man hat: 








4a —u) olog Pa), BER... 3.77 (@) | 


const. |1og 
°9,(a+ u) 0@ ca’ 


 ; 


N 


0 








Setzt man jetzt m», = 0, also »=0, so lässt sich X, und K, aus (4.) bilden. 
man erhält: f(x) = x. Aehnlich bildet man die Gleichung (4.) für die übrigen 


fünf unpaaren y und erhält Relationen, die sich in die folgende zusammen- 
* Di . 1 
fassen lassen *). für a„=u +. e=a+0, und v=(, 1, RER & 





| v |- loo 7 ya —u Ms © log P;, (@) u ölog P;, (@) ’ | 
Er 2 SS 5 Ar "Damen. 

\ yA G,, ar tu) c@ o@ a3 

.). X2 


(a c—v + /- de zı—v 
z—a yX J a—-a YyÄX 


Il. Um demgemäss die Gleichung zu transformiren: 








de = eonst.. 


3 /\y- -yA YX—yBı 


I(a—z)yez (b—a)yX' 


\wo noch 


mn m,n 


Su; = const., Fu, = const.. 
1 1 


kommt unter Berücksichtigung von 


i 0 1 0% 9, (ww —a)y,(w te), 
aa-—n bb-—a, Kae (-7)= dog u | = 0, -P)g,u+ PP) 


nach Transformation mittelst der Gleichungen 5, für , = 0: 











(6°) P;: (M, —@)@p;, W—@)... Pai (Hmm — @) —= const. 
nn P;,\u, — A), — P).--P;, (Umn — P) 


wo die Constanten rechts in (6.) und (6”.) jedesmal andere sind. 





*) Aus der angeführten Thetarelation (s. umstehende Note) lässt sich X,, K, direct 


® ® ® ow * “. 
bilden. indem man die —— berechnet, ehe noch a,—=0 gesetzt worden. Hieraus lässt 


sich, mit allerdings einiger Rechnung, die Relation für Integrale dritter Gattung direct 
und ohne Riemannsche Sätze herstellen. — 

Uebrigens sind diese Relationen schon lange auf anderem Wege von Herrn 
Weierstrass aufgestellt (Bd. 47, $. 4 dieses Journals). 
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Ill. Um ferner den Ausdruck: 


5 . 2 u a 
p,,(@—v,)p,, (@- -d,) k u u VB @- B a P 
Be p) = % 2 pr E . W OÖ q N 3 e ? = . - “ — __ ‚ 
Y5,( 9, )P,,(P—-®, nu - 


in einen bloss mit den Argumenten « und > geschriebenen zu verwandeln. 








hat man (4.), (3.): 


D 
7 











3 F Na P Eu { I I_ x n 
Pa: (2) P;: (@ ud Par D, IP;ı\® | ! ®; Be const dl y.a Y, I b 
| u 37 ’ (j “. Ei: . \ f ) |_ 4 f = MVe ; . 
9, (pP, PU )P,ılP 9), (PO Ft b y,.b y, ya 
we \ J Y 4 (P) Y;,\8 a Ö, + v,) P;; (® orte. d,) R m a— y,.d Y b 
4. Sog = re RT eonst. nun an 
P;\ (@) PP D, +9,)Py,(P D —d,) b Y, .b Y, Aa 
/ \ IN 
ya ‘ Pol) Fon (P) 
| er — const. a: 
vu F o\P) Poo\ ao 


wo const. von a und b unabhängige Conslante sind. Durch Multiplication der 
zwei letzten Gleichungen und Division des Produets in die erste und nach- 


malige Quadrirung kommt: 


2 " = ; . ur \ u; 2 2 

z° Pe 9,)9, (0%) Pro) Pl) Pro AP 
\ . 2 N Po 2 r- z \ 2 / \ 2 \ r — 
P 5} (A-—-%,)$5, (9- ©, Fo (B)P;, (#) Foo \%) 


IV. Die früheren Bemerkungen ergeben uns die Lösung des folgenden 
Umkehrungsproblems, welches Herr Clebsch a. a. 0. für elliplische Integrale 
aufgestellt und gelöst hat: man soll aus den «-+-2 Gleichungen: 


u-+? ut? Ay. (e,,u Uu-?) 2 
& + 4 ' 4 « 31 “ t? ..». 11 ; .)J 
S.) Su=tvt, ZSu=r, ——— oe 
nr. 1 r Ay, (Ans U 5... Hu 


(wo h=1,2,... . und 4, a... die frühere Bedeutung haben) die oberen 


Grenzen 2,. 22, --- 3,.. bestimmen. (Ueber eine andere Form der u letzten Glei- 
chungen siehe I.) — Nach (2.) und (2”.) enthält der algebraische Ausdruck: 


f,, (u 4 v)dy . (u, UT Rene PRrR 


D (2, yÄ ) ._ au-4-3 \ u+3 ; u+F-3 
Pi (u)pa (U). Par (Ware) 
«+2 willkürliche Coefficienten: lassen sich diese bestimmen. so ist: 
D,r(%, yA)- Pula, —yA) = 0 
eine Gleichung vom «-+-4"" Grad zur Bestimmung der «+2 Wurzeln .r,. 
32 22. 7,10, Wenn wir die zwei anderen. svmmelrische Functlionen jener 


“+2, kennen. Nun kann man aber den « letzten Gleichungen des Problems 


die Form geben: 





u-+J3 = 3 - f . 44 3 Lt / / 
Fa (Br) Paar to) I plan, ur?) _ rn, Pal top Kr) _ PurzlanyYAn), 
u+3 Mi | een - Bart i 
pı (a,)p,,CAn+e) dp, (Pr, u; --- Uur2) p,,(Ar-+v)gYaı (en) D.,2(br, YBı 


Dies sind ı: Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten in P(x,yA): zweı 


Journal für Mathematik Bd.LXV. Heft 3 36 
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andere liefert die Bemerkung, dass, wenn man durch das einfache (Jacobische) 


T Ü 
Umkehrungsproblem c, und c, berechnet aus: - 
a, a E 
' ! ! 
» = Sdy+ fd, © = fay' + fay', 
0 0 0 0 
lass di aucl (41%) —0 wird für ®. W = —y,. —y, und für «u. "= —,,. —y,;: 


dass also auch: 
ch 


ec, und e, sind also die zwei anderen Wurzeln von & und man hat zur Be- 


‚2(Cı5 —} C)=V, Du 2 (C25 — YC;) =V. 


u 

stimmung der Coeflicienien die Gleichungen: 
f / \ f } Ben f > /f\ ä / EEE | 

\®% (9, , YAy)—Qn-Pu42(Ön3 1 B,)=V, P,;:(cC»—yC)=0, Du+2(C 1 GC). | 


er.) 
. J 


vo, @,(a,to)gu”(B, 
| wo hPa + ) paı (Pr) u 1. 2, PR? 


Sn „a I gs r. 
7 (An + ev) ya’ (en) 


die ‚x, bestimmen sich also hieraus als eindeutige Function von ®, ©, ©, ©, ... © 





V. Die Bedingung zu finden, unter der die folgenden Gleichungen 
neben einander bestehen *): 


u+l u al u 

x n/ 3 ] ! Br ' / 

- u; > 2 1 (0e,+P,) PR 2 P, = u; es I (0 +P,) + 3 P . 
Zurlg(a,— u) dx 





zı gu) A 
| er 2 4 (a. Pr) r ah) Pıo (@,) Pai (@,) Poo (.) 
| 4 Po (Pr) Pr (Pr) Po (&,) 


9.) 








I U 


fi [Pre ai) Polar hi), 
a Pr Bra) Pr Br Pi)’ 
voin P=p.in+p.o+g.logp+g.2A, P=p.o-+p.in+g.2A+g.logg, die 
p» g :.. ganze Zahlen sind (nicht zu verwechseln mit p, q in logp und logg). 


> 





5 9% en 


desgl. die %,: wo ferner unter dem //-Zeichen das betreffende Product mit 
Ausnahme des Factors, für den ö=z ist, verstanden ist, und wo in den u 
letzten Gleichungen die Wurzelvorzeichen so zu nehmen sind, dass, wenn 


”, —- en U. 


—= (—1) 


I(o,0%,,..&u) 
7 Pneu in Tan 
r I(ß,, Par Qu 


ist. Wir bilden wieder Gleichungen von der Form (8°.) und an Zahl ebenso 
viel, nur ist 2,,. durch &,,, zu ersetzen; dadurch entsteht eine Bedingungs- 


h, +ethu u Du > @, - P,) 
ne 


*) Ueber den geometrischen Sinn des Problems vergl. die Abhandlung von 
Ilerrn Clebsch „über diejenigen Curven etc.” Bd.64, S. 240 dieses Journals. 








Fr LT 22. 2 SEEOPEROEGENS "TE 
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oleichung, die Eliminationsgleichung aus: 
PD. (er, ‚A,)—g9, .P, (b,,B,) _— 0, DB, RR (e, . -YC,) = (), D_..{(6. -] G)=0. 


1. +2 

®, P;, (@j, m Y - Ya ) 31 ' (Pi Br / er 1 

pe; ER; 
Pl? +7, +7) ai (@7,) 


Nun zerfällt die so entstehende Determinante in solche. die nach den Factoren 


. M. 


Jı» 9. - - . unterschieden worden können. Diese sind aber alle aus einer unter 
ihnen ableitbar, indem man die «(/) mit den entsprechenden («) verlauschl; denn 


a 
durch Vertauschung von a, mit b, geht q, in — über, also wechseln dann 


Jr 
in obiger Determinante die zwei Glieder in den Elementen einer Horizontalreihe 
ihre Plätze. So lassen sich alle in die Determinante aus den letzten, oder in die 
aus den ersten Gliedern überführen. und beweist man von dem Quotienten dieser 
Glieder. dass derselbe = —1, also ihre Summe Null (also unabhängige von 
einem a oder b). so muss obige Determinante selbst verschwinden. 

Nun aber ist die Determinante aus den ersten Gliedern nichts Anderes. 


als die Eliminationsgleichung aus: 
P (0, yA,)=0, h=1,... u und P,.,(c,—yC) =P0, P,r1(C,—Yy6;) = 0. 
daher ((2.) und (2°.)) gleich 

I P;\ (@, @,,» an et »— Pa) Pa (@, + a, en ER > 


r \ B->S r N 
a \ 


“+2, , ur? ur? \ 
ya ya )Pa (@,).-- Par (&u) 








und weil 


AY,,(4,, „+ Aus 7, —h) - / ; 
—_31\ 1 __ 72 —= Jo, (Yıt 0,) 019% +0 
dp,;, (@,, Eu) 1 Pa\yı Paar 


so ist der Quotient dieser Determinante und der aus den letzten Gliedern: 











etrsh — Fe; —B)— Lg; —ß;) Pl, + er. n- Au—Y, Y, 
= Ii— .e a Pe ” 
Palit 3 Pu Va. 

or = F; (+Y,)P,l&+Y;) Foo (@;) ö 5: (B: of / g 7) Yıo I) Pr Ai 

1 p,(8+ 7, + I.) Pıo(i) p,,(;) pP: Eu Y)P5(9: gi Ya) Poo 07 


Nun ergiebt sich aus den Gleichungen (7.),. dass der unter dem //-Zeichen 


stehende Quotient = 1; endlich ist: 














® 2 P aß, PN 

Faı (+. +0,— 12 (0, + P)— 2 ) "31 2 re = — 2 ) 
/ a P rs ? —/, : F \ 
(At + Bra + Rd Z) 9,(2° 45) 


— et ttpg+tp'g'tp'+a)+gla—P)+g’la'—P‘). 


36 * 
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daher der Quolient: 


u+ch patp'g‘tp'+g'+l 
nr |; ei 
unter der Bedingung, dass von den Zahlen p, p, --. h; die Gleichung: 
(10.) p+l)(+D+pgriutiet--+h, = u+1 (mod?) 


erfüllt wird. was auf 2°” Arten geschehen kann. — 

Sind in den Gleichungen des Problems x’ Grössen «, gleich den ent- 
sprechenden /;, so vermindert sich die Zahl der %, um x, und man hat die 
Bedingungsgleichung: 

10°.) pl) +) +pgt+htkt th. = u+1 (mod 2) 
die auf nur 2” Arten erlüllbar ist. — Für e=z=1 kommt ein Aus- 


nahmefall. der nur zehn verschiedene Arten zulässt. 


Die hieran sich knüpfenden geometrischen Folgerungen genügt es wohl 
hier nur andeulungsweise zu geben, nachdem Herr Clebsch dieselben für die 
Fälle p=0 und p=1 ausführlich dargelegt. Ich übergehe alle analogen 
Schlüsse die sich für p=?2 an die ersten $$. des Aulsatzes über den Fall 
p=1*) anreihen und gedenke hier nur eines Unterschiedes. Die Reduction 
nämlich der Coordinalenausdrücke als Functionen des Parameters vom 


ten 
Grad auf solche von 42" Grad hat sich für den Fall p=2 als unthunlich 
und unnölhig herausgestelll; man kann ja die conslanten Nullpunkte überall 
in die Constanten eingehn lassen. 

Ich führe hier nur das Recehnungsergebniss an für den Fall einer Curve 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt (n=4). Die allgemeine Gleichung 
derselben hat die Form: 

x .I,.T3 =} 2x, . ß; +fa = 
(wo die Indices den Grad der homogenen Functionen f in x, und .r, an- 
geben), wenn nämlich die Coordinatenaxen x, und x, mit den zwei Tangenten 
im Doppelpunkt zusammenfallen. Eliminirt man x, mittelst des Büschels von 
Geraden: 3-+42,—0, so kommt: | 

wre (PHP HEB) tr lyHhyıt +4) = 0 
oder 

zı+20,;B +20, = 0. 


*) Bd. 64, S. 210 dieses Journals. 
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Um rationale Ausdrücke der x, in den 4 und yA, zu erhalten. führt man 
den Büschel y+o.9=0 ein und erhält: 
— uns =(, um =AB—yB—ıAC}, ua =B,—yB—iC,. 

Man erkennt sofort, dass die oben erwähnten vier Constanten Nullpunkte, die 
den Dreien gemeinsam sind, die vier Wurzeln von C,=0 sammt dem po- 
sitiven Wurzelzeichen sind; A= 0 und A= x, sammt dem positiven Wurzel- 
vorzeichen, gehören dem Doppelpunkt als Parameter an. Bringt man den 
Wurzelausdruck durch die Transformation 

—m 


2 


m—m A—m, _ 1 





== 


m m 


m,—ın, hm, m m, 


(wo m,,. ms. m, drei beliebige von den sechs Wurzeln der Gleichung 4, = 0 
sind) auf die Normalform: 

A,= B—10,=p(A—m).x.1—-2.1—2r.1—-42.1— wc = p’(h—m, °.X, 
(wo das 4 natürlich in 1—4°x ein anderes als das des Paramelers ist: p 
ein constanter Factor) so geht das Parameterpaar des Doppelpunkis,. 0 und 


m, E. h 
x, in — und —- über, so dass die beiden Doppelpunkisintegrale sind: 
EN 


My l 


m m; n 


[+0 ’ | fer“ 
== — — » ———— dr. 
yX N yX ' 


() 0 





(@' und ?’ entsprechend gebildet). - 
Wir wenden uns jetzt zur Constantenbestimmung des Abelschen Satzes. 


. . . . Y er . ».”—3 
der für die Schnittpunkte einer Curve x Ordnung mil — ei Doppel- 


punkten mit einer beliebigen Curve m" Ordnung folgende Bedingungen stellt: 








gu m - r 
ie = 64 p.in+p'.o+gqg.logp+g.2A, 
a 
11.) (Zu = —" 0 +p.0+p.in+g.2A+g'.log 
(11. u = „og e+p.o+p.intg.2A4+g.logg, 
P;,(&x Bw u) Ps: (&% Fl 42) Paı le — Un.m) Iran BR. ML, et 1 g(a,-P,) eg‘ G, Pr s 
9, (dr — u) Pd — U.) Pz (Pr — Un.m) n—3 7* 

5 n.n—93 
wo z=1,2,... ——-—1, und wo die p, q, h, dieselbe Bedeutung haben wie 
in (9). Die 3,, ... 2, sind die Parameter des Schnittpunktsystems, die «a,, b.. 
Bi nn Mn re Di. ; die Parameterpaare der Doppelpunkte. — Diese 

2 ai 2 Pen 








- n 


Gleichungen ergeben sich aus der Anfangs II. notirten Formel vermöge der 
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dort erwähnten Transformation. — Die e und y, hängen bloss noch von der 

Curve »"" Ordnung ab. Lässt man eine Curve a—3'" Ordnung durch die 

Doppelpunkte gehen und in einem Punkte ausserdem berühren, so entspricht 
. 1 

dem Berührungspunkt eine der oberen Grenzen O, 1, —5, ... ©; denn nur 

für diese Werthe verschwindet YX und somit die Zweideutigkeit der Coor- 


(dinatenausdrücke 2,. %. 7;. Wo: 


n n—)3 


x = fi(z)+y,(r).yYÄA. 


f 


Daher ist dann: 








= 3 at+tß), 2e= E aH+ß,). 


Lässt man ferner zur Bestimmung der y, die Curve »—3'" Ordnung durch alle 


Doppelpunkte, ausgenommen den 2" gehen und in zwei anderen Punkten je 
zweipunktig berühren, so werden in (11.) alle Gleichungen, die g-Producte 











enthalten, illusorisch, bis auf die z'%; diese wird für p=p'=...=h,=0: 
. n.n—J 
‘= = —1 
Y : ) (@, we 0) . ) (@, = eo) m Pai (@, — «;) Ps; (@, a. ß;) BET R 
9%; 


/ 
us 


#3 N Ber 7 \ 
P;,\ ud ”)) %;\ (P; . = f;; (Pr Bear @;) F;; (d.— Pi) 


wo zugleich 


De at re th, 
te =. ten, 


oder, vermöge II: 





Foo (Pr) F 0 (@,) p, ı (@,) 2 n P;\ (@, E35 a) F;: (@, v2 ß.) ö 








x 
\ 


BTAUR Foo (@,) Pro (Pf) P;,; (A) 1 P;, (B, agtz @;) (Pr . Pi) 


Jede andere Annahme von p, q, ... h, hätte dasselbe gelehrt. 

Die von Herrn Clebsch im $. 15 cilirten geometrischen Sätze fahren 
alle fort zu gelten, wenn man darin: die Zahl der rfachen Berührungspunkte 
jedesmal. so oft sie vorkommt («-+1,«-+v+1), um 1 vermehrt (weil die 
Zahl der Bedingungsgleichungen um eine zwischen Integralen erster Gattung 
vermehrt ist), die Zahl ».”n—3 überall um 2 vermindert, und wenn man 
endlich die Anzahl 4 der hyperelliptischen Perioden statt 2 setzt, d. h. r“**” 
statt 2°, r* statt r’. desgl. für r'. — Nur eine Ausnahme ist zu notiren: 
für den Falln=4, e—=0, und r=2m-+1 (wo m beliebig und der Grad der 
Schnitteurve ist) ist nämlich die Anzahl der möglichen Berührungspunkte 
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(2m —1)" um den einen Fall zu vermindern, wo p=q=p' =g' =, wo also: 
u+%=0. ut =0. 
indem x, und x, hieraus nicht bestimmbar ist. 
Auch die Sätze IV. ($. 16) lassen sich hier reprodueiren, wenn man 
die obenerwähnten Aenderungen vornimmt und noch folgende: 2°" durch 
die in V. aus Gleichung (10°.) gewonnene Zahl: 27°” ersetzt; desel. 


l.n—?2 n.n—3 


n.n—3 n.n—3 n- 2 
x a 


PIE H2— 4 - i—y’ 


27° durch 2°° "und endlich 2 ° durch 2 

Hieraus folgt für „= 4: die Anzahl der Doppeltangenten einer Curve 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt ist = 16, mit einem Rückkehrpunk! 
—- 10 (s. V. am Ende). 

Sind P, 0, P', 0’, H die Periodenzahlen für Schnitteurven zweiter 
Ordnung mit einer Curve vierter Ordnung, so hat man durch Zerfällung der- 
selben folgende Sätze: 

Von den 31 Systemen von Curven zweiter Ordnung, die in vier Punkten 
eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt zweipunktig berühren, ent- 


halten die 30, für welche P, Q, P', Q' nicht gleichzeitig Null sind, je vier 


Paare von Geraden, also je 8 Doppeltangenten; und diese 30 Systeme gruppiren 
sich zu Paaren so, dass jedes Paar alle 16 enthält. Somit kann jede Doppel- 
tangente, mit einer anderen gruppirt, als 15 Systemen zugehörig betrachtet werden. 


n.n—)J3 9 


Und allgemein: die2 °  Curven n—3'” Ordnung, welche die Curec 

a , N.nm—J nn —I3 ,, 

n” Ordnung mit EEE Doppelpunkten in — ur +2 Punkten zwei- 

punktig berührt, lassen sich auf 15.2 ° Arten so in zwei gleiche Gruppen 
n.n—3 





theilen, dass jede derselben 2 ° Paare von Curven n— 3” Ordnung liefert, 
die einem und demselben System von Berührungscurven 2(n— 3)” Ordnung 


zugerechnet werden können. 
Darmstadt. 1. October 1865. 
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Sur un cas partieulier de la surface du quatrieme 
ordre avec seize points singuliers. 
(Par M. A. Cayley ä Gambridge.) 


Dans la note „sur la surface des ondes” (Lioueille i. XI, 1846) 
jai eludie sous le nom de fetraedroide la surface du quatrieme ordre douce de 
seize points singuliers, et qu'une transformation homographique fait naitre de la 
surface des ondes. Mon point de depart a ete la propriete fondamentale suivante. 

„Le tetraedroide est une surface du quatrieme ordre, qui est coupee 
par les plans d’un certain tötraedre suivant des paires de coniques par rappor!l 
auxquelles les trois sommets du letraedre dans ce plan sont des points con- 
jugues. De plus: les seize points diintersection des quatre paires de coniques 
sont des points singuliers de la surface, c'est ä dire des points ou. au lieu 
d’un plan tangent, il y a un cöne tangent du second ordre”. 

Dans la möme note jai reconnu l’existence de seize plans singuliers qui 
touchent chacun la surface suivant une conique. I] est interessant d’examiner 
de quelle maniere mes formules se rattachent a celles de M. Kammer 
dans ses belles recherches (Monatsbericht der Berliner Akademie für 1864. 
pp. 246 -- 260 et 495 — 499) relatives ä la surface du quatrieme ordre 


douce de seize points singuliers. 


Partant des formules de M. Kummer il convient. pour plus de sym- 
meirie. de changer les signes de a, f: puis en remarquant que dans l’equation 
3.) p.250 on doit avoir (voir p. 496) + 3ef au lieu de — ef, lequation de 
la surlace sera 

aqr- Dr t+eP + HEFE HF TS 
+2bep gr +2cepg s— ?bfpr’s—2efgrs’ 
+ 2capg r + Rafgr's— 2edgp's— 2fdrps‘ 
+ 2abpgr + 2bdrp's— 2aerg’s— 2depgs’ — Agpqrs = d. 
Pour donner les equations des seize plans singuliers de cette surface je pose 
d’abord pour abreger 
ad=a, be=p, cf=y, 
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et je determine k au moyen de l’equation cubique 
= ei 


3 wir Br f 2 
yE+(—-g—-304+3P+3y)E+(—-9-3e—-3P+4y)h-a = 0. 


puis jintroduis les quantites 





f f: b d 
pP — . we cq - J; 1 r 4 73 4 
d . M P 
/ —— cp . | ra r Ki : 77 S. 
’ b A | 
ne rı1 ni N pP — Tr q ° Ir fs. 
’ d e 
de y Ze: 519 —/fr 


enfin je denote par pP,» di» Fi» Sı5 Pr» I Pas 53 Pr» >» I, 5, ce que de- 
viennent les quanlites p', q’, r', s’ en y substiluant successivement pour 4 les 
trois racines k,. Ä,, A, de l’equalion en k. Cela pose les seize plans sin- 
guliers sont donnes par les @qualions 

si geh ri 1 = 

= ei ed =, 

= > ne n=ß, 

u -G = ,=0. 


En prenant une ligne queleonque (P,» 91» ?ı,5,) et une colonne quelconque 
(r, rj. 72, 7,), puis en omeltant le terme commun r,. on a une des seize com- 
binaisons (P1> 91>8$1, 7,75, 7,3) de six plans qui se rencontrent dans un des 
seize points singuliers. 
Supposons que les plans p, s,, 7,, 9; Se rencontrent dans le meme point. 
Pour que cette circonstance ait lieu il faut que la condition Pr 1 
3 I 


un | 
l 


ou ce qui est la m&äme chose A,(k,—k,)— (iv —A,)=0 soit remplie; mais si 
cette condition est remplie, non seulement les plans (p, s,. 7,. g;) se rencontren! 
dans le meme point mais aussi les plans (g, p,8, 7,), les plans (r, q,.p:» 53, 
et les plans (s,r1,9,p;)- L’equalion k,(k,—k,)— (y—k,)=0 apparlieni 
evidemment A un systeme de six &quations. et lune quelconque de ces 
equations donnerait un resultat semblable; chacune de ces equalions conduit. 
comme on va voir, a une cerlaine relation entre les quanlites g, @, 9, 
(ou g, a, b, ce, d, e, f) relation en vertu de laquelle la surface generale du 
quatlrieme ordre douce de seize points singuliers se reduit au fetraedroide. 
Pour former la relation dont il s’agit, il faut egaler a zero le produit des six 
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fonetions analogues a k(ku—k:)— (k»—k;). Je forme d’abord le produit des 
trois fonclions k, (ki, —k,)— (R—k;), k (a —k;)— (k;— k,), I: (k;— k)— (kı— k.). 
et en represenlant pour un moment l’equation en k par a’ +bAr’+ck+d—=(0. 
on trouve que le produit des trois fonclions est egal ä 
P+0y4= (b+c)(be+9ad) — 6 (ac’+b’d) 
+(b+c—2a— By —4d— Aac’ + 18aben — 27a v: 





et en substituant pour a, b, c, d leurs valeurss a=y, b= —g—4a+4P+3y. 
© —y-3a—4P+4y, d=—e, on trouve, toute reduction faite, 

P= —2g+igZa-1080P)+2(P-yY)(y-e)a—P). 

0 = —2g, 

1=  g—-!g (Ze — 1020P)—Ag(P—-Y)(y—-e)(a—P) 


+ (Fat +12 3 26a? + 24EAPy). 
Cela pose. l’equation cherchce est P—-0'4=0, dest ä dire: 
0= KP-09)=g.4(B-y)(y-e)(e—B) 
+g°.4(-2aP +42 — R28a?py) 
+9 .(P-Y)(y -e) (a —P)(FZa’— 1080) 
+ 2(B-y) (ya pp). 
Cette equation, dans laquelle «=ad, A =be, y=cf, constitue la condition 
sous laquelle la surface de M. Kummer se reduit a un tetracdroide. 





Je passe a present a mes formules de 1846. En ecrivant pour plus 
de commodite f’, g‘, W, 7’, m’, n’ au lieu de f, g, h, !, m, n mon &quation 


du tetraedroide est 


T, y, 3, w| = 0 
Pe: 7 HER |. 
ur GE: a 
3, g, x e n” 
2 2 








wo, DW, m, m, 
ou ce qui est la meme chose 
(A,B,C,D, F, G, H, L, M, N) (x’, y’, 3°, w’)” = 0, 
cest a dire 
Ax’+By'+ C3°+Dw’+2Fy’3+2@3°2°+ 2 Hz’y’+ 2 Lxe’w’+2My’w’+2Nz’w' = 0. 
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ou les coefficients ont les valeurs 
A=?%mnf, B=Wlg, C=WUmW, D=2fSW, 
F=!l( Ff-m’g—nl), L=f( Pf-mg—nN). 
G=m(-TFf+mg—nl), M=g(-Pf+mg—n N). 
H= „"(-"f-mg-+nl), NeW(-Pf- mn). 
Les coordonn6es des seize points singuliers sont 


(), th, +g, +!) (+h,0, +f, tm), (+9, +f,0, tn). (+, tm, +n,0). 


| 


et les equations des seize plans singuliers sont 
tnaytm+tfw = UV, 
tnze - + +gw 0. 
tzmetly :» tw =(. 
+fe tythz :» =. 


ou l’on donne des valeurs quelconques aux signes +. Pour comparer ces plans 


| 


u 


aux plans de M. Kummer j’ecris le tableau 


pP; pr, $ +ny—mz+-fw—ne -» +l +gw| me—y + +hw—fxe —gy—Is: 


| 


| | : N » 
Pr Qur,s| nze -» +1 +gw| mc+ly - +hwi—fx —qy-+hz - | - ny— mz— fw 
ER? me—Iy . +hw—fx +gy—hz E77. ny+ms+fie - ne» +ls —gw 
P3> 13: 73» | fx —gy—hz . | ? —ny—mz-+fw In: + —k +4gw mx -Iy . hır 


et jobtiens les valeurs suivantes 


1 = . ny— mz+ fi, 
g=—nz - + +gw, 
r= mi-y - +hw, 
s = fe -qy—hz 


En resolvant ces Eequalions par rapport aA x, 9, z. w el en posant pour abregeı 
9 = If+mg-+nh, on trouve 


062 = - —hgq+gr-Is, 
ıy = pP + —fr—ms, 
62 = —op+fga - —ns, 
dv = Ip-+mg-+nr 


valeurs qu'il s’agit de substituer dans l'equation 
U= (A, b, C, D, F, G, H, L, M, N) (er, y. :” ww)” — U) 


de la surface dont il est question. 











IS8 Cayley, sur une surface particuliere du quatrieme ordre. 


De l’expression de U enp, q, r, s je ne considere d’abord que le terme 
multiplie par p’g’. Designons par © le coeflicient de p'g‘ dans 6°U, nous aurons 


Cs Öf’g -2 mh bij 
+6lm <2fyh | +60 | 
+ hf <2r( Ff—m’g—n°h’) + ( G-j—R) 
Hg < 2m Pf +m’g—nl) Yalrma + (-P+j—k) 
ch 2 (fm g+nW)| ++) 
ht <2f( Ffm’g —nh) + ( dj—R) 
rm’ =<2g (Pf +m’g—n’h?) Hi (HR) 
Ffm g—Amfg) Rah fm g+nh) + HK) +) 


les lettres i, j. %# @lant introduiles pour designer les produits 
f=i, my=)j, nh=k. 
Apres toules les reduclions on obtient 
Cm Rt i-jH NSW -j+k) 
pour le coefficient de p'g dans #°U, ou ce qui est la m&me chose 
h’(—i—j-+k)’ 
pour le coeffieient de p’g’ dans 40° U. 
| En caleulant de me&me les aulres coeflicients de 40’U et en &erivant 
pour abreger 
i-j-k= UY—my—nh=a 
—i+j—k=—/If+mg—nh=b 
—i—-j+k=—If—mg+nh= c 
I'equation transformee ser: 
fagr+gbrp+hNepfg+H amt ers 
+ 2ghbe p'qr + 2hmbepg’s — 2gnbe pr’s — Qmnbegrs’ 
+ %hfeapg r + 2fnca qr’s — 2hlea gp’s— 2nlca rps’ 
+ 2fgab pqr’ + 2glab rp’s — 2fmabrg’s — 2lmab pgs’ 
— (b—e)(e—a)(a—b)pgrs =. 
En posant 
a=fa, d“=la, —4g = (b-e)(c-a)(a—b). 


ni “u 
b=gb, e=ml, 


eb, fm, 
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les quantiles a, b', c', d', €, f', g’ sont lices par une relation. Pour en 
prouver l'existence on n’a qu’ä faire 
ad=a, bEe=fp, Cf'=y 
et a se servir des expressions de a, b, ce en f, g, h, I, m, n, alors on obtien! 
— 2a = a’(b+c), 
—2P = b’(c+ta), 
—2y = l(a+b), 
= (b—-c)(c—a)(a—b), 
equations, qui impliquent une relation entre «', 9’, y', g’; mais en supposanl 
que a’, b’, c', d, e', f', g soient des quantites qui salisfont a celte relation. 
il existe toujours des valeurs correspondantes de f, g, h, I, m, n, dest a dire 
que l’equation du tetraedroide est identique avec celle de M. Kummer toutes 
les fois que les coeflicients a, b, c, d, e, f, g de cette derniere sont lies par 
une certaine relation. Ecrivons comme auparavant ad=oa, be= , ef=y. 
cette relation se trouve en eliminant a, b, e entre les &quations 
— 2a = a’(b-+e), 
—2P = b’(c-+a), 
—?y = c’(a+b), 
—4g = (b—-c)(c—-a)(a—b). 
et il ne sagit que de prouver liidentit@ de cette relation avec celle que nous 
avons trouvee ci-dessus par d’autres considerations. 
Jintroduis les nouvelles notations 


a+P+y=-4P, a+b+c=p, 
Pytya+teP=—40, be+ca+ab=qg, 
eßy=—4R, er, 


je forme l'expression 
2 (P—y) = —-(be+ca+ab)(b—-c) = —g(b—-e) 
et les deux expressions analogues pour 2 (y—e.), 2 (@—P); jeen deduis le resultat 


8s(P-)(7-o)(e—-P)=—-g(b-c)(c—a)(a—b), 


enfin je note les Equations 
(b- e)’(c—a) (a—b) = — 4g’+y’ga’+18pgr — 27r? — Apr. 
P= p-3ı, 
0 = Y—2pgr+ Hr”, 
R = par tr), 
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qui donnent la transformation de leurs premiers membres en fonction de p. q, r: 
cela pose et a l’aide de ces valeurs on forme les £galites 





512(8-z)(y-a)(a-P)g’ = (— 4g’+p’g?+18par-27r’-Ap’r) g’(b-c)’Cc-a)’(a-b)‘ 
256(- Fa?83+4La’H’-220’Ay)g’ ( 6g’-p?g?—18pgr+277° +2p’r)g’Cb-e)’Cc-a)’(a-b)' 
188-7) a)a-AEe’-10ZuP)g- (12a p'g’+H1Bpgr-27 Ia’lb-0)’Ce-a)’(a-b) 

BAB-Y)’T-@)’a-B)' og )g’b-0)°Ce-a)?Ca-b) 


qui multipliees par 1, 2, 1, 4, ajoutees ensemble et divisees par 128 con- 
duisent a l'equation finale 
g.4P-7)(y—e)(e—P) 

+g9°.4(—- Zap +48’ —280’Py) 

+9. (P-r)(y-e)(a—P)(FZae 10807) 

+ MB (y-a)(a-P} = 0 
identique avec celle que l’on a trouvee ci-dessus, ce qui acheve la demon - 
stration que l’on avait en vue. 


Cambridge. 18 mai 1865. 
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Satz aus der Störungstheorie. 


(Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber.) 


(Von Herrn Scheibner in Leipzig.) 





Es sei M die Sonne, m ein Planet mit der elliptischen mittleren Ent- 
fernung «a, Excentricität e, mittleren Anomalie y=»t-+c, so dass a'n’ — z’(M+m). 
Es sei ferner « ein Komet, Asteroid oder Mond mit zu vernachlässigender 
Masse, so kann man die vollständigen Bewegungsgleichungen von u in fol- 
sender strengen Form aufstellen. 

Ueber der Länge a als Grundlinie construire man aus den drei Massen 
ein fictives Dreieck M'm'w', dessen drei Seiten M'm’'=a, MwW=R, mw =r 
den entsprechenden Seiten des wahren Dreiecks Mm u der drei Körper parallel 
sein sollen. Bezieht man dann die Lage von uw’ auf ein rechtwinkliges Co- 
ordinatensystem, dessen Ursprung im Schwerpunkt von a liegen mag. dessen 
r-Axe durch M’ gehen und dessen @y-Ebene der Ekliptik oder Ebene der 
Planetenbahn parallel sein soll, so ergeben sich die Differentialgleichungen 





' d’x dy cU 
Arecosg)( Gr +2) = Ge 

lı dx oU 
[ > \ wu en ———  — 
+ ecosg)( 2 an, ) 3. 

d’z oU 
(+ ecosg)(7 +2) ae 


wo zur Abkürzung 
. 1 R’ 2 ,;, # 
te) 


geschrieben ist. Den (letzten) Multiplicator dieses Gleichungensystems erhält 

man ohne Schwierigkeit. Da hier unter £ nicht die wahre, sondern eine 

fictive Zeit verstanden wird, so hat man, um nach geschehener Integration 

die Lage von « zu finden, für das Verhältniss der Seiten des wahren und 
des fictiven Dreieckes den Werth 1—ee:1-+ecosg zu benutzen. 

Für e=0 fällt das fielive mit dem wahren Dreiecke zusammen; man 

kann diesen Fall als das ungestörte Problem betrachten, wobei die Producte 
ecosg OU _ _ecosg OU  _eeosg OU 
1-+ecosg Ox ’ l+ecosg oy’ 1-Hecosg 62 
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die störenden Kräfte ausdrücken. Schreibt man dann 








dx " dy dz “n 
ee un .— —ıcz=N, rn “ 
dt ray > dt P | dt >: 
Bar us . vM “m 
H = 3(55+nm+55)+nlaen-yS)-— 


so nehmen die ungestörten Differentialgleichungen die canonische Form an 








de oH dy coH de oH 

A il it 3 a U G 
dE _oH dn  cH dd oH 
BR Yy’ da a 


Da H einer Constanten gleich ist. der letzte Multiplicator die Einheit wird 
und die unabhängige Variable # nicht explicite vorkommt, so bleiben noch 
drei Integrationen zu leisten, um die Aufgabe für e=0 auf Quadraturen zu- 


rückzuführen. 


December 1865. 











Ueber einige besondere Punkte des Tetraeders. 
(Von Herrn O. Hermes.) 


Der aus den Elementen bekannte Satz, dass der Schwerpunkt. deı 
Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises und der Schnittpunkt der Höhen eines 
Dreiecks auf einer geraden Linie liegen, hat in neuerer Zeit dadurch an Interesse 
eewonnen, dass Joachimsthal einen analogen Satz im Raume »„efunden hat. 
nämlich, dass bei einem Tetraeder der Schwerpunkt desselben, der Mittelpunkt 
der ihm umschriebenen Kugel und der Mittelpunkt des durch seine Höhen als 
(reneratrices bestimmten Hyperboloids auf einer geraden Linie liegen. Bei 
einer Untersuchung der gegenseitigen Beziehungen homologer Tetraeder haben 
sich mir weitere Analogieen des angeführten Satzes ergeben, durch welche 
sich einige Fragen erledigen, welche bisher als unbeantwortet zu betrachten 
sind. und von denen ich hier nur die folgenden zwei hervorhebe. 

Der Schnittpunkt der Höhen eines Dreiecks .7 ist bekanntlich der 
Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises desjenigen dem gegebenen Dreieck 
ähnlichen Dreiecks /,. dessen Seiten durch die Eckpunkte von 4 parallel den 
jedesmaligen Gegenseilen dieses Dreiecks gelegt sind. Der Steinersche Salz von 
den Höhen des Tetraeders (Bd. 2, p. 97 dieses Journals) führt zu keinem Punkte. 
welcher für das dem gegebenen Tetraeder T umgeschriebene ähnliche Tetra- 
eder T,. dessen Seitenflächen den correspondirenden Flächen von T parallel sind. 
eine gleiche Rolle spielen möchte, als der Mittelpunkt der umgeschriebenen 
Kugel bei dem Tetraeder T; dem Mittelpunkte wenigstens des IHyperboloids. 
auf welchem die Höhen des Tetraeders T als Generatrices desselben Systems 
liegen, kommt die angedeulete Eigenschaft nicht zu. Was ferner den Joachims- 
thalschen Satz betrifft, nach welchem die Mittelpunkte des Höhenhyperboloids 
und der umgeschriebenen Kugel gleichweit vom Schwerpunkte des Tetraeders 
abstehen. so muss beim Vergleich desselben mit dem entsprechenden Salze in 
der Ebene auffallen, dass im Raume die Analogie fehlt für die Eigenschafl 
des semeinschaftlichen Schwerpunktes der beiden Dreiecke 4 und 4, als 
ihres inneren Achnlichkeitspunktes, welcher Eigenschaft gemäss sich die Ab- 
stände des Höhenschnittpunktes und des Mittelpunktes des dem Dreieck ./ 
umschriebenen Kreises vom Schwerpunkte wie 1:2 verhalten. 
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Es wird sich in dem Folgendem zeigen. dass durch die Vermitteluns 
noch anderer Punkte. als der bisher in Betracht gezogenen. diese und ähn- 


liche Fragen ihre Erledigung finden. 


$. 1 


Man kann in dem Salze, von welchem oben ausgegangen wurde. den 
Schnittpunkt der Höhen eines Dreiecks ABC ersetzen durch jeden beliebigen 
Punkt » der Ebene desselben und erhält dann einen dem Mittelpunkte des 
dem Dreieck umschriebenen Kreises entsprechenden Punkt p, als gemeinsamen 
Schnittpunkt des durch die Mittelpunkte «,. b,. c, der Dreiecksseiten BO, CA, 
AB bezüglich zu den Verbindungslinien Ap, bp, Cp parallel gezogenen 
Geraden: die Punkte p und p, liegen mit dem Schwerpunkte p, des Dreiecks 
auf derselben geraden Linie und es ist auch hier pp, = 2pıps. Weniger be- 
kannt scheint eine naheliegende weitere Verallgemeinerung des letzten Satzes 
zu sein. bei welcher der Schwerpunkt des Dreiecks durch den Pol p, einer 
beliebigen Transversale (g) in Beziehung auf das Dreieck ersetzt wird, und 
doch empfiehlt sich gerade diese Verallgemeinerung durch die Einfachheit ihrer 
beweislührung. 

Bezeichnet man die zu den Schniltpunkten der Transversale (y) mit den 
Dreiecksseiten in Beziehung auf die Endpunkte der jedesmaligen Seite con- 
ingirten harmonischen Punkte durch «,, d,, &,. welche Punkte kurz die Pole 
der Transversale (g) in Bezug auf die Dreiecksseiten heissen mögen, so sind 
die Dreiecke ABO und a,b,c, bekanntlich homolog (collinear) für die Axe 
y) und das Centrum p,, indem die Geraden Aa,, Bb,. Ce, sich in p, durch- 
schneiden und die Schnittpunkte der correspondirenden Linienpaare (BO, b,c,). 
CA. c,a,). (AB,a,b,) auf der Transversale (g) liegen. Wenn man also die 
Verbindungslinien der Eckpunkte A, B, € des gegebenen Dreiecks mit dem 
beliebig gegebenen Punkte p der Ebene bezüglich verlängert bis zu ihrer 
Durchschneidung mit der Transversale (g) in den Punkten a, b, ce, so durch- 
schneiden sich auch die Verbindungslinien aa,, bb,. cc, in demselben Punkte 
p,. welcher mit p und dem Collineationscentrum p, auf derselben geraden 
Linie liegt. und es ergiebt sich 


pp _ Aa, , Aa ( bb, , Bb BE; .' oh 


p,b,  pb 47 pc, . pe 








P, Pa P,%u Pa 


Wan hat demnach den folgenden Satz: 
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l. Wenn man die Punkte, in welchen die Yerbindungslinien der 
Ecken eines Dreiecks mit einem beliebigen Punkte p der Ebene eine eben- 
falls beliebig gegebene Transversale durchschneiden, je mit den Polen 
dieser Transversale in Bezug auf die correspondirenden Gegenseiten des 
Dreiecks verbindet, so durchschneiden sich die drei Verbindungslinien in 
demselben Pımkte p,. welcher mit dem Punkte p,. dem Pole der Trans- 
versale in Deziehumg auf das Dreieck, und dem gegebenen Pımkte p auf 
derselben Geraden liegt. 

Die Punkte » und p,. welche im Folgenden wiederholt in Betrach! 
kommen, mögen kurz conjugirle Punkte heissen. und die gerade Linie ppup\ 
Pollinie der Transversale in Beziehung auf das Dreieck. Die Punkte p und 
p, sind ebenso conjugirte Punkte, wenn die Transversale im Unendlichen liegt. 
also p, der Schwerpunkt des Dreiecks wird, die Pollinie heisse alsdann Mittel- 
/inie, und zwar im Besonderen. wenn p und p, bezüglich der Höhenschnilt- 
punkt und der Mittelpunkt des dem Dreieck umgeschriebenen Kreises sind 

Der analytische Beweis des Satzes (l.) gewährt für die aus diesem 
Satze zu ziehenden Folgerungen gewisse Vortheile, weshalb derselbe hier eine 
Stelle finden möge. 

Das Dreieck ABC sei das Coordinatendreieck und die Gleichung dei 


Transversale (g): 


9, 


l u ? 
ee — Zi m m 
! @ iv} Y 


Als die Pole der Transversale (g) in Beziehung auf die Dreiecksseiten er- 


soeben sieh die drei Punkte: 


d " 
d, - { — 0, — — 

P Y 

v I 
b, . u = 0, — / —, 

Y & 

! 7 
C,, . " — 0, —  —| 

« 8 


nimmi man diese drei Punkte als Eckpunkte eines neuen Coordinatendreiecks 
a,b,C,, so ergeben sich als die Gleichungen der Seiten #,. ı,. ©, dieses 


Dreiecks: 


38 * 
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t, a ! 
een 
\ & a 3 y 
RER RS 
\P ß 
u rl re 
Y Y & { 
und daraus umgekehrt: 
‘) >) B ann Ho 3 > nA am hu — bo 2) on Le be} 
er > I z ee) k ’ a 29 
@ v Y ß Y @ 7 « p 
und 
{ u 0) I u ! 
Br rd ee 
2 a, ß I y a ß T y 


die Gleichung der Transversale (g) also ist für beide Coordinatendreiecke 
dieselbe. Ebenso werden die Gleichungen des Pols der Transversale (g) in 
Beziehung auf das Dreieck ABC 
a: ee 
| ” [r} Y 

d. h. dieser Pol ist identisch mit dem Pol der Transversale (y) in Beziehung 
auf das zweile Coordinatendreieck a,b,c, und hat ausserdem für dieses Dreieck 
dieselben Gleichungen wie für das Coordinatendreieck ABC. 

Nunmehr sei durch einen der Eckpunkte des ersten Coordinatendreiecks 


z. B. durch den Punkt A, eine beliebige gerade Linie gezogen 


l 
[47 u ® 





Os & A; A; 5 
f4 
2 7 





oder, wenn man der Kürze wegen die neue Constante «,, einführt, durch die 








Gleichung 
> da d,. d 
6.) 11 + 12 u 7 = U 
ae Zu 
so wird der Schnittpunkt a: 
i u © 
(7.) = = — 
q,, U, q,; 


(Geht man vermittelst der Gleichungen (2.) zum Coordinatensystem #,. %,. ®© 
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über, so ergeben sich als die Gleichungen dieses Punktes « wieder 


t, PR. SOC. 


/ 
(8.) a u . 


Ad, Ag A, z 





ganz übereinstimmend mit den Gleichungen (7.) dieses Punktes in dem ersten 
Systeme f, a, e, und demnach wird auch die Verbindungslinie a,«a dargestell! 


durch die Gleichung 
f U, Br. Ö, 
(9) u: 
12 13 
d.h. die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes der Transversale (y) mit 


den correspondirenden Ecken der beiden homologen Dreiecke ABC und a,b,c 








werden bei Zugrundelegung des einen oder des anderen Dreiecks als (oor- 
dinatendreiecks durch dieselben Gleichungen ausgedrückt. 

Hierauf beruht der analytische Beweis der collinearen Eigenschaften 
dieser Linien und der durch ihre Durchschneidung sich ergebenden Punkte. 
nämlich dass sich alle Situationseigenschaften des Systems ABO ungeänder! 
auf das System a,b,c, übertragen. Denn wenn man z. B. durch die Eck- 
punkte A, B, C des ersten Dreiecks bezüglich die beliebigen Geraden zieh! 

Mi u. ui Zu 


A, U; G,; Q,, d,, e,, 

















welche die Transversale (g) in den Punkten a, b, e durchschneiden mögen, so 
sind die Verbindungslinien dieser Punkte mit den correspondirenden Ecken 


des Dreiecks a,b,c, bezüglich 














Hi) Lei, 


Wenn jetzt für die Constanten a,, die Bedingung a,=a,, erfüllt wird. 
d. h. der Werth dieser Constanten unabhängig ist von der Stellung ihrer 
Indices, so gehen die Geraden (10.) durch den Punkt 


»: Ast = 4;,U = A, 
und demnach die Geraden (11.) durch den conjugirten Punkt 
Ppı : As = Ay, = ARd,. 
Die Gleichungen des Punktes p, für das Coordinatensystem (f,«,®) werden 


die folgenden: 











a2) deze (ya) (rar) 


und es ist sofort zu sehen, dass dieser Punkt mit den Punkten p und p, aul 
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derselben Geraden liegt, nämlich 


14 (2 -uN,5 (d,; ch d,, )+ ® [> — Ad; = © 
Y ß BN« Y a a 


[44 7 | 











womit der Salz (l.) bewiesen ist. 

Abgesehen von den weiteren collinearen Beziehungen aller von den 
beiden eonjugirten Punkten p und p, beschriebener Figuren, sei hier des Fol- 
senden wegen nur noch hervorgehoben, dass man den Punkt p ansehen kann 
als den Pol der Transversale (g) in Beziehung auf einen bestimmten, drei 
beliebig angenommene Punkte 4, «, v enthaltenden Kegelschnitt (A). und 
dass dann der Punkt p, der Pol ist derselben Transversale in Beziehung auf 
den eollinearen Kegelschnitt (K,), d. h. welcher die drei conjugirten Punkte 
. v, enthält, und für welchen die Verbindungslinien aller Punkte mil 


he» tt; 


den correspondirenden Punkten von (K) durch den Punkt p, gehen, während 
die correspondirenden Sehnen beider Kegelschnitte sich in Punkten der Trans- 
versale (g) durchschneiden. Wenn im Besonderen (g) im Unendlichen liegt. 
so wird p,. der gemeinschaftliche Schwerpunkt der beiden Dreiecke ABC und 
a,b,c,. Aehnlichkeitspunkt der beiden Kegelschnitte (KA) und (K,). ferner 
werden p und p, ihre Mittelpunkte und die eorrespondirenden Sehnen ein- 
ander parallel: wenn also (A) ein Kreis ist. so wird auch (A,) ein Kreis. 
Die letzte Annahme entspricht den Punkten p und p, als Höhenschnittpunkt 
und Mittelpunkt des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises. 


$. 2. 

Um jetzt die analogen räumlichen Eigenschaften zu entwickeln. denke 
man sich durch ein beliebig gegebenes Tetraeder ABCD die Transversalebene 
E‘ eeleset und zu den Schnittlinien derselben mit den Tetraederflächen in 
Beziehung aul die zugehörigen Seitendreiecke die Pole construirt. welche 
Punkte kurz die Pole der Transversalebene in Beziehung auf die Tetraeder- 
flächen heissen und den Gegenecken entsprechend durch A,. B,. C,. D, 
bezeichnet werden mögen. so sind die Tetraeder ABCD und A,B,C,D, be- 
kanntlich homolog (collinear) für die Ebene (E), indem die correspondirenden 
Seitenllächen beider Tetraeder sich in Geraden der Ebene (E) durchschneiden: 
die Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte AA,. BB,, CC,. DD, 
gehen durch denselben Punkt P,. den Pol der Ebene (E) in Beziehung auf 
das Teiraeder, und dieser ist darum das Collineationscentrum der beiden Te- 
traeder. In dem besonderen Falle, wo die Ebene (E) im Unendlichen liegt. 
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werden A,, Bj, Cu, D, die Schwerpunkte der Seitendreiecke, die entsprechen- 
den Tetraederflächen einander parallel, ferner wird P, der gemeinschaftliche 
Schwerpunkt oder der innere Aehnlichkeitspunkt der beiden alsdann ähnlichen 
Tetraeder. 

Es sei ABCD das Coordinatentetraeder und zwar seien der Reihe nach 
die Dreiecke BCD, CDA, DAB, ABC die t-, «-, e-, w-Ebene, ferner die 
Gleichung der Transversalebene 


i ! u ® .», 


BE: -+7+tr-+ Fr v. 


so sind die Pole derselben in Beziehung auf die einzelnen Tetraederllächen 





u ® MD 
Au‘? t=VU. —_— = —, 
ß Y Ö 
t © I 
Be an FD ARE U 
12 Y h) 
! u u 
(! z y zu 2 — Zi wu u 
= ' 0 & P Ö 
t u ” 
D,.: ve=-0. —=—_-  -=— i 
a P yY 


deren Verbindungslinien mit den entsprechenden Gegenecken von ABCD alle 


dureh den Punk! 
t u © W 


P.: Teen = + See ns 


u A =, 
den Pol der Ebene (E) in Beziehung auf das Tetraeder, gehen. Nimmt man 
jetzt die Punkte A,. Du. C,. D, als Eckpunkte eines neuen Coordinaten- 
tetraeders. so sind die Seitenfllächen B,C,D,. C,D,A,. D,AB,.. ABC 


desselben der Reihe nach: 





t, 1 u ! & 
y ZT u u 2 2 + y + 3 
u, Zu, vw u f 
== -74242 4 
1, 2 I) Y Ö @ 
F d, 2v m l u 
"ie en WEI 7° 
RR 2w t u v 
3 d + & fr ß y 9 


woraus sich umgekehrt als Ausdrücke der alten Coordinaten durch die neuen 


ergeben: 
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ı dt En: u Te 5 we u 
ER Tale A Du K ‘Ar ea Be 3 u eh 
m 30 _ dh, 
\ 0 Dalai: le: Je 
und demgemäss 
l u ® w l, U, ® w 
3. ne Ar en ers u ur ee 
RM rt ter 


die Gleichung also der Transversalebene (E) ist für beide Coordinatentetraede: 
dieselbe: ebenso werden die Gleichungen des Pols der Ebene (E) für das 
Tetraeder ABCD: 
/ t 2 D, w 
er 4 
d. h. dieser Pol ist identisch mit dem Pol der Ebene (E) in Bezug auf das 
zweite Coordinatentetraeder A,D,C,D, und hat ausserdem für das System 
bs Ms» %, %@,) dieselben Gleichungen wie für das System (ft, «,e, w). 
Nunmehr sei durch einen der Eckpunkte des ersten Coordinatentetraeders 
z. B. durch A, eine beliebige gerade Linie gezogen: 
u ® ID 


(d.) = — 


d, 2 d, 3 q, 1 





so ist ihr Schnittpunkt «@ mit der Transversalebene (E): 


! 


-_— — 


a [2 ® m 





do , G; ,„ 5 U7e Az Az 


fr} ME Y ji Ö 





oder, wenn man der Kürze wegen die neue Constante «,, einführt durch di: 


(leichung 
a a, a, 


‚fe \ 11 2 &z; + aa 
(6.) z + 3 4 x un v0. 








so wird der Schnittpunkt a: 





zu u ® ıW 
u a a ar er 
11 12 A; ur 
(sch! man nun vermittelst der Gleichungen (2.) zum Coordinatensysien 


R i i r a 
(dos %s ©. @,) über, so ergeben sich nach Hinweghebung des Factors [u 


[44 


) 
als die Gleichungen dieses Punktes « wieder 
vd, w, 


(8.) TR =— — _ & 


Ad, ; FR 








ganz übereinstimmend mit den Gleichungen (7.) dieses Punktes im System 
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(t,u,v,w). und demnach wird auch die Verbindungslinie A,a durch die 


Gleichungen 


. 
0 \ 0 | 0 N 
ı uo7 & _ a, - > 


. A,. A: Ad 


ausgedrückt. welche mit den Gleichungen /5.) übereinkommen, d.h. 


Y 


die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes der Transversalebene E) 
mit den correspondirenden Ecken der beiden homologen Tetraeder ABUD 
und A,B,C,D, werden bei Zugrundelegung des einen oder des anderen 
Tetraeders als Coordinatentetraeder durch dieselben Gleichungen ausgedrückt. 

Hierauf beruht der analytische Beweis der collinearen Eigenschaften 
dieser Linien: es wird sich zeigen. dass durch die Verbindune der Punkte 
der Ebene (E) mit den entsprechenden Eckpunkten der beiden homologen 

Tetraeder ABCD und A,B,C,D, sich vier Paare conjugirler räumlicher Strahlen- 

büschel ergeben, welche einander in der Weise enisprechen, dass alle Situalions- 

eigenschaften, welche den einen zukommen, sich ungeändert auf die anderen 
conjugirten übertragen lassen. 
Es seien die durch die Eckpunkte A, BD, €, D des ersten Tetraeders 


gezogenen Geraden bezüglich 








u a 
Be A, 
| I A 
(10.) A;; 2 d,; i d,,; j 
t z u u 
[% 2. er 
t .. Fe. 
a 


welche die Transversalebene (E) in den Punkten a, b, e, d durchschneiden 
mögen. so sind die Verbindungslinien dieser Punkte mit den correspondirenden 
Eckpunkten des Tetraeders A,B,C,D,. bezüglich 











u Be. 
a, 2 a, 3 a, 4 : 
dh u a 
a a a 
/ 21 2 24 
(11.) 
l U m, 
a,, (,, a, 
t, 2 > ®, 
A,, RR A, 
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ganz dieselben Gleichungen im System (f,,%,,©,,0,) wie die Gleichungen (10.) 
im System (/,u,0,:0,; demnach kommen alle einer beliebigen Bedingung zwischen 
den Constanten «a, en!sprechenden Eigenschaften des ersten Systems (10. 
von Geraden ungeänder! dem zweiten System (11.) von Geraden zu, d.h. 
die beiden Systeme von Geraden, welche oben als conjugirte bezeichne! 
wurden. stimmen in allen Situationseigenschaften überein. 

Wenn man also zunächst annimmt, dass a,,= a,,, d. h. dass die Coel- 
ficienten in den einzelnen Verticalreihen einander gleich sind, die Linien (10. 
also durch denselben Punkt gehen, so haben die Linien (11.) dieselbe Eigen- 
schaft. und zwar entspricht dem gemeinschaftlichen Schnittpunkte der ersteren: 


{ u ® w 


P: a u ee tee 


d, dl, d; d, 
als gemeinschaftlicher Schnittpunkt der letzteren der Punkt 
f u © w 
3 . ( LER Bro Be cn 0 
P,.: Let... 


a, 4, dt, q, 


Nenn! man jede zwei Punkte (wie P und P,). welche in beiden 
Coordinatensystemen durch dieselben Gleichungen dargestellt werden, conjugirte 
Punkte, so hat man jetzt nur noch zu untersuchen, welche Lage conjugirte 
Punkte zu P, haben; es ergiebt sich, dass sie mit P, auf derselben Geraden 
liegen. Denn betrachtet man etwa die dem Punkte « der Transversalebene 
zugehörigen conjugirten Geraden Aa und A,a, so liegen dieselben mit AA, 
in derselben Ebene, dasselbe also gilt auch für die auf diesen Geraden bezüglich 
lievenden Punkte P, P, und P,:;: aus demselben Grunde liegen diese drei 
Punkte auch in jeder der drei übrigen Ebenen BbB,. CcC,,. DdD,. also in 
dem gemeinschaftlichen Durchschnitt dieser Ebenen, einer seraden Linie. 
Weiter erhält man, wie früher pag. 294, aus dem Dreieck «PP,, durch- 
schnitten von der Transversale (P,. A,. A): 


‘) en Ki ee nn. BEE: ie = — ng . 
| PB, Pb PC Pc PD,‘ Pd 


iR ‚ra Me 


0 


PP_ AA, , Aa ( BB, Bb_ CC, ‚Ce DD, ‚Da 


Man hat also den foleenden Satz: 
ll. Wenn man die Punkte, in weichen die Verbindungslinien der 
Ecken eines Tetraeders mit einem beliebigen Punkte P des Raumes eine 
(E) durchschneiden, je mit 


\ 


ebenfalls beliebig gegebene Transversalebene 
dem Pol dieser Ebene in Bezug auf die correspondirende Gegenfläche des 


Tetraeders verbindet, so durchschneiden sich die vier Verbindungslinien in 
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demselben Punkte P,. welcher mit dem Punkte P.. dem Po! der Trans- 
versalebene (E) in Beziehung auf das Tetraeder, und dem gegebenen 
Punkte P auf derselben (Geraden liegt. 

Wenn im Besonderen die Transversalebene ‘E) ins Unendliche rückt. 
so werden die Linien Aa, bb, Ce. Dd bezüglich parallel den Linien Aa,. 
Bb,. Ce,. Dd,, die Punkte A,. B,. C,. D, die Schwerpunkte der Seiten- 
dreiecke und demgemäss P, der Schwerpunkt des Tetraeders ABUD, ferner 
werden in den Relationen (12.) die Verhältnisse der unendlich langen Strecken 
=, =, =, = gleich der Einheit und demnach diese Relationen selbst: 


PR -, u BR, : ©, DB, 
Br... PA PB PC PD’ 


0 0 


13.) 


P, also theilt die Verbindungslinie jeder zwei conjugirten Punkte P und P, 
in demselben Verhältnisse wie die Verbindungslinien der correspondirenden 
Punkte der beiden ähnlichen und in Beziehung auf P, als inneren Aehnlich- 
keilspunkt ähnlich liegenden Tetraeder ABCD und A,B,C,D,. d.h. P, ist 
auch der innere Aehnlichkeitspunkt für jede zwei von den conjugirten Punkten 
P und P, beschriebenen zusammengehörigen Systeme. also: 

ll. Wenn man durch die Schwerpunkte der Seitenflächen eines Te- 
traeders Parallelen zieht zu den Verbindungslinien der entsprechenden 
(regenecken mil einem beliebigen Punkte P_ des Raumes, so durchschneiden 
sich dieselben in demselben Punkte P,. welcher mit P und dem Schwer- 
punkte P, des Tetraeders, P, zwischen P und P,. auf derselben Geraden 
liegt und zwar so, dass 

Fir 4PP,- 

sine Fläche des zweiten Grades (F) ist bekanntlich vollkommen be- 
sliimmt, wenn von ihr vier Punkte gegeben sind und ein Poltetraeder. d. h. 
ein Tetraeder, von welchem jeder Eckpunkt der Pol ist des gegenüberliegen- 
den Seitendreiecks in Bezug auf die Fläche (F). Nimmt man nunmehr mil 
Berücksichtigung des Theorems (1l.) an. dass der beliebig gegebene Punkt P 
für eine durch irgend vier Punkte A’, 5’, €, D’ gehende Fläche (F) der 
Eckpunkt ist eines Poltetraeders PORS, wo Q, R, S in der Transversalebene 
(E) liegen, so bestimmt der conjugirte Punkt 7, als vierter Ecekpunkt eben- 
falls mit den Punkten 0, R, S ein Poltetraeder für diejenige Fläche des 


zweiten Grades (F,),. welche die den vier Punkten A’, B', 0, D’ conjugirten 
Punkte A,. Bı. C,. D, enthält. 
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Um nunmehr. diess vorausgesetzt. der Analogie für die Eigenschaft des 
Höhenschnittpunktes eines Dreiecks ABC als des Mittelpunktes des Kreises. 
welcher dem conjugirten ähnlichen Dreieck A,B,C, umschrieben ist, näher 
zu kommen. nehme man an. dass die Transversalebene im Unendlichen 
liegt. und dass die vier Punkte A’, BD’, €, D’ die Eckpunkte sind desjenigen 
dem Tetraeder ABCD umschriebenen Tetraeders,. dessen Seitendreiecke denen 
von ABCD parallel sind. Alsdann kann man P ansehen als den Mittelpunkt 
einer bestimmten dem Tetraeder A’B’Ü'D’ umschriebenen Fläche des zweiten 
Grades (F). von welcher ein System conjugirter Durchmesser der Richtung 
Der conjugirte Punkt P, wird unter dieser Voraussetzung 
der Mittelpunkt derjenigen dem gegebenen Tetraeder ABCD, welches dem 


Tetraeder AB’C'D’ conjugirt ist. umschriebenen Fläche des zweiten Grades 


nach bestimmt ist. 


F,). von welcher ein System conjugirter Durchmesser dem der conjugirten 
Fläche (F) zu Grunde liegenden System von Durchmessern parallel ist. Wenn 
man endlich als den Punkt P den Mittelpunkt wählt der dem Tetraeder A’B’U'D' 
umschriebenen Kugel, für welche also jede drei auf einander senkrechte Axen 
als ein System conjugirter Durchmesser angesehen werden können, so wird 
auch der conjugirte Punkt P, der Mittelpunkt einer solchen dem Tetraeder 
ABCD umschriebenen Fläche des zweiten Grades. für welche jede drei auf 
einander senkrechte Axen ein System conjugirter Durchmesser bilden, also eine 
Kusel. d.h. 

IV. Es sei einem Tetraeder (T) ein zweites (T’) umschrieben mit 
parallelen Seitenflächen: wenn man dann durch die Schwerpunkte der 
Seitenflächen von (T) Parallelen zieht zu den Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Gegenecken mit dem Mittelpunkte M der dem Tetraeder (T' 
umschriebenen Kugel, so durchschneiden sich diese vier Parallelen in dem 
Mittelpunkte M, der dem Tetraeder (T) umschriebenen Kugel: es liegen 
M, M, und P,. der Schwerpunkt des Tetraeders, P, zwischen M und M,, 
auf derselben Geraden, und zwar so, dass 

HH — AMP.. 

Nimmt man umgekehrt M,. den Mittelpunkt der dem Tetraeder (T 
umschriebenen Kugel, als gegeben an, so erhält man den Mittelpunkt M der 
dem Tetraeder (T’) umschriebenen Kugel als gemeinschaftlichen Schnittpunkt 
der durch die Ecken des Tetraeders (T) parallel zu den jedesmaligen Ver- 


indungslinie er Schwerpunkte der entspreche revenfläche it M, 
bindungslinien der Schwerpunkte d tsprechenden Gegenflächen mit 4 


Man kann annehmen. dass diese Parallelen AM, BM, 


veezogenen (reraden 
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CM, DM in Ebenen liegen. welche durch die Ecken des Tetraeders (T 
parallel gelegt sind zu den Ebenen, welche die Verbindungslinien A,M,. 
B,M,. C,M,. D,M, und bezüglich die Mittelpunkte der den Dreiecken BCD, 
CDA, DAB, ABC umschriebenen Kreise enthalten. d. h. welche senkrecht zu 
diesen Tetraederflächen und parallel den ihnen zugehörigen Mittellinien gelegt 
sind. Wie man also in der Ebene die beiden Sätze vom Mittelpunkte des 
umschriebenen Kreises und dem Schnittpunkte der Höhen eines Dreiecks. wie 


folgt. aussprechen kann: 

Die Geraden, auf den Seiten eines Dreiechs (1 senkrecht in den 
Mittelpunkten derselben errichtet, durchschneiden sich im Mittelpunkte M, 
des dem Dreieck \ 4) umschriebenen Kreises, und 

Wenn man dem Dreieck (4J) ein zweites Dreieck (I) umschreibt 
mit parallelen Seiten, so durchschneiden sich die aus den Ecken von (4 
‚auf die Gegenseiten gefällten Senkrechten in dem Mittelpunkte M des dem 
Dreieck (4') umschriebenen Kreises. Die beiden Mittelpunkte M und M, 
sind conjugirte Punkte für den inneren Achnlichkeitspunkt P,, den ge- 
meinschaftlichen Schwerpunkt und Aehnlichkeitspunkt der beiden Dreiecke 
(A) und (48); 

so kann man den beiden entsprechenden Sätzen im Raume folgende Form geben: 

V. Die Ebenen, auf den Seitenflächen eines Tetraeders (T) senk- 
recht in den Mittellinien derselben errichtet, durchschneiden sich im Mittel- 
punkte M, der dem Tetraeder (T) umschriebenen Kugel, und 

Wenn man dem Tetraeder \T) ein zweites Tetraeder (T’) umschreibt 
mit parallelen Seitenflächen, so durchschneiden sich die aus den Ecken 


(T) auf die Gegenflächen senkrecht und den auf diesen Flächen 


von 
liegenden Mittellinien parallel gelegten Ebenen in dem Mittelpunkte M 


der dem Tetraeder (T’) umschriebenen Kugel. Die beiden Mittelpunkte 
M und M, sind conjugirte Punkte für den inneren Aechnlichkeitspunkt P.,. 
den gemeinschaftlichen Schwerpunkt und Aechnlichkeitspunkt der beiden 
Tetraeder (T) und (T’). — 

Die Sätze Il. bis V. haben sich ergeben aus den allgemeinen Beziehungen 
der conjugirten Verbindungslinien ((10.) und (11.)) der entsprechenden Eck- 
punkte der beiden homologen Tetraeder ABCD und A,B,C,D, mit beliebigen 
Punkten der Collineationsebene. und zwar unter der Annahme. dass diese 


Verbinduneslinien zu vier sich in demselben Punkte durchschneiden. Mach! 


man für die Constanten «a, in den erwähnten Gleichungen andere Annahmen, 
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so ergeben sich andere Sätze: wir beschränken uns hier auf die neue An- 
nahme, dass 
u, = 

sein soll. dass also diese Constanten durch die Vertauschung ihrer Doppel- 
indices keine Aenderung erleiden. Die geometrische Bedeutung dieser An- 
nahme ist die. dass die vier Geraden (10.) Aa, Bb, Ce, Dd hyperboloidisch 
liegen. (Bd. 56, pag. 220 dieses Journals). d. h. Generatrices sind desselben 
Systems eines Hyperboloids (MH). Alsdann gilt dasselbe für die vier conju- 
oirten Geraden (11.) A,a, B,b, C,e, D,d, und zwar hat das Hyperboloid 
(H,). auf welchem diese Linien demgemäss als Generatrices desselben Systems 
liegen, für das Coordinatensystem (#,,%,, 0, 20,) dieselbe Gleichung, wie das durch 
die ersten Geraden bestimmte Hyperboloid (HM) für das Coordinatensystem 
t,a,e,w), und weil ausserdem die Ebene (E) in beiden Systemen durch die- 
selbe Gleichung dargestellt wird (3.). so haben auch die Pole Q und Q, dieser 
Ebene in Beziehung auf die Hyperboloide (H) und (H,) dieselben Gleichungen 
und sind demnach conjugirte Punkte, also auf derselben Geraden mit P, be- 


findlich. so dass 


PB, 0b PC, Ge 0Q,D, 047 


0 0 





v0 AA, ,„ Aa (: BB, , bb CC, Ce DD, . Da‘ 


A\ B..2, be RE ers 
(1 4. Q P Pi; "0a 


Man hat demnach folgenden Satz: 


\l. Wenn man durch die Eckpunkte eines Tetraeders vier gerade 
Linien zieht, welche die Generatrices sind desselben Systems eines Hyper- 
boloids (HH), und den Schnittpunkt einer jeden derselben mit einer be- 
liebig gegebenen Transversalebene (E) mit dem Pol dieser Ebene in Be- 
ziehung auf die correspondirende Gegenfläche des Tetraeders verbindet, 
so sind die vier Verbindungslinien die Generatrices desselben Systems eines 
zweiten Hyperboloids (H,). Die Pole Q und Q, der Ebene (E) in Be- 
siehung auf die beiden Hyperboloide (H) und \H,) liegen mit dem Pol 
‚P,) dieser Ebene in Beziehung auf das gegebene Tetraeder auf derselben 


(reraden, mit dem oben (14.) angegebenen Verhältniss ihrer Abstände. 


Rückt die Transversalebene ins Unendliche, so dass an Stelle ihrer 
Pole in Beziehung auf die Tetraederflächen deren Schwerpunkte und in Be- 
ziehung auf die Hyperboloide (4) und (H,) deren Mittelpunkte N und N, 
treten, während die Relationen (14.) ersetzt werden durch die folgenden: 


J 
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(15.\ 





NN _ AA, (_ BB, _ 00 __DDN_y, 
A as. Em Au PDF t 
so ergiebt sich der Satz: 

VI. Wenn man durch die Eckpunkte eines Tetraeders vier gerade 
Linien zieht, welche die Generatrices sind desselben Systems eines Hyper- 
boloids (H). und durch die Schwerpunkte der jedesmaligen Gegenflächen 
Parallelen zu denselben legt, so sind diese die Generatrices desselben 
Systems eines zweiten Hyperboloids (H,): die Mittelpunkte N und N, dieser 
beiden Hyperboloide (H) und (H,) liegen mit dem Schwerpunkte P,, des 
Tetraeders auf derselben geraden Linie, P, zwischen N und N,., und zwar 
so dass 

N,N = AN,P,- 

Nach dem in der Einleitung erwähnten Steinerschen Satze sind die 
Höhen eines Tetraeders die Generatrices desselben Systems eines Hyperboloids: 
es ergiebt sich darum als ein besonderer Fall des Satzes (VI.): 

VII. Die Lothe in den Schwerpunkten der Seitenflächen eines 
Tetraeders sind die Generatrices desselben Systems eines Hyperboloids : 
die Mittelpunkte N, und N dieses Hyperboloids und des Höhenhyperboloids 
liegen mit dem Schwerpunkte P, des Tetraeders in gerader Linie, und 
zwar der Schwerpunkt zwischen den beiden Mittelpunkten, so dass 

NN = 4N,P,. 

Nunmehr hat Joachimsthal gezeigt, dass der Mittelpunkt N des Höhen- 
hyperboloids, der Schwerpunkt P, des Tetraeders und der Mittelpunkt M, der 
dem Tetraeder umschriebenen Kugel auf derselben geraden Linie liegen, und 
zwar P, als Mittelpunkt der Strecke NM,; es liegen demnach die vier Punkte 


M. N... P.. N in der aneevebenen Reihenfolge auf derselben Geraden und 
l l m - 





zwar so dass 


also: 

IX. Der Mittelpunkt M, der dem Tetraeder umschriebenen Kugel, 
der Mittelpunkt N, des durch die Lothe in den Schwerpunkten der Seiten- 
flächen bestimmten Hyperboloids, der Schwerpunkt P, des Tetraeders und 
der Mittelpunkt N des Höhenhyperboloids liegen als vier harmonische 
Punkte in der angegebenen Reihenfolge auf einer geraden Linie, P, als 


Mittelpunkt der beiden äusseren Punkte N und M,. 
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Nimmt man noch die in Satz (V.) ausgesprochene Eigenschaft des 
Punktes M, als des gemeinschaftlichen Schnitipunktes der vier Höhenebenen. 
hinzu, so erhält man 

MP, NP, 
MP, NP 





:8. 


und N, der Mittelpunkt des Höhenhyperboloids. liegt in der Mitte der Linie 
M,M, d.h. der Verbindungslinie des Mittelpunktes der umschriebenen Kugel 


und des Schnittpunktes der vier Höhenebenen. 


$. 3. 

Es sei jetzt die Frage zu erledigen. welche Verallgemeinerung der 
Joachimsthalsche Satz über die gegenseitige Lage der Mittelpunkte des Höhen- 
hyperboloids und der dem Tetraeder umschriebenen Kugel erfährt, wenn man 
den ersteren durch den Pol einer beliebigen Ebene in Beziehung auf ein durch 
vier die Eckpunkte des Tetraeders durchschneidende Geraden als Generatrices 
desselben Systems bestimmtes Hyperboloid ersetzt. Auch hier empfiehlt sich 
zunächst für die Untersuchung der einfachere Fall, wo durch die Eckpunkte 
des Tetraeders vier sich in demselben Punkte durchschneidende Geraden ge- 
zogen sind. 

In dem entsprechenden Satze beim Dreieck ($.1) traten der Höhen- 


schnittipunkt und der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises als specielle Fälle 
conjugirter Punkte für eine beliebige Transversale auf: der erstere dieser 
Punkte » war willkürlich in der Ebene angenommen und der zweite p, er- 
gab sich dann als der gemeinsame Durchschnittspunkt der Verbindungslinien 
derjenigen Punkte a, b, e, in welchen die Verbindungslinien des Punktes p» 
mit den Ecken des Dreiecks die Transversale durchschnitien, mit den Polen 


Ay. Du. €, dieser Transversale in Beziehung auf die Dreiecksseiten. Im Raume 


heisst der analoge Satz: 

X. Die Verbindungslinien der Ecken eines Tetraeders mit einem 
beliebigen Punkte P des Raumes durchschneiden eine ebenfalls beliebig 
gegebene Ebene (E) in vier Punkten: wenn man durch jede zwei dieser 
Punkte, welche als solche einem bestimmten Paar von Ecken des Te- 
traeders zugehören, und den Pol der Ebene (E) in Beziehung auf die 
das andere Eckenpaar verbindende Kante eine Ebene legt, so durch- 
schneiden sich die sechs auf diese Weise construirbaren Ebenen in einem 


und demselben Punkte. 











Hermes, über einige besondere Punkte des Tetraeders. 309 


Zum Beweise dieses Satzes nehme man, wie in $. 2, das gegebene Te- 
traeder ABCD als Coordinatentetraeder: die Gleichung der Transversalebene 
sei wieder 


R Ei, u DR FR... 72 
E ‘ a2) Are Do 0. 
und der Schnittpunkt ? der durch die Eckpunkte A, B, C, D bezüglich ge- 


legten Geraden: 


"PER SER IRPEENR, ARUFEL.. 
a d, da, a 


1 4 


wenn man nun der Kürze wegen ($.2. Gleichung (6.)) die neuen Constanten 
a', a", a", a'Y einführt durch die Gleichungen: 


2) 











a a, a a | 
— oe —_ : 1 - == ). 
a. Br 7 i 
Ne U. a, 0 
A ) } & fr} i Y ı Ri) “ 
B. ,. Tu Br 
& ug r y a 4 =; 0. 
a a, a, a‘ 


so sind ($. 2. Gleichung (7.)) die Schnittipunkte a, b, ce, d der Linien AP. 
BP, CP, DP mit der Ebene (E): 





{ u ? u 
u * u 1 in - — — ı  —, 
a d, Ad, «L, 
} t b u N | u 
”; u Zr 
a, a a a 
t 7 N u 
u »* rn —— Zu. 
a, a, ” a 
2 4 
t u ? u 
d . — ı  — [-  — = 
a d, d, Aa 


Die Ebene durch irgend zwei dieser Punkte, z.B. a und 5b, und den Pol der 
Ebene (E) in Beziehung auf die das andere Eckenpaar, hier C und D. ver- 
bindende Kante, nämlich 


I ae a. SE 0. k..ä — . 


hat also die Gleichung: 


0 HE DEH - 
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wie sich sofort unter Berücksichtigung der Gleichungen (1.) ergiebt. Diese 
Ebene enthält aber ausserdem die zu den Schnittpunkten A’, B’, C’', D’ der 
Linien AP, BP, CP, DP bezüglich mit den Ebenen BCD, CDA, DAB, ABC 
für die Pole A,. B,. C,. D, der Ebene (E) in Beziehung auf diese Dreiecke 


conjugirten Punkte A,. B,. C,. D,: denn’ zu den Punkten 


’ u Ü w 
A - ! = 0. a. Tu wine ZI, Sue 
a, da, d, 
a a— 0 U. 
3 get, in ZEN er eG, 
w l u 
Ce ve—=Q, — ı — 2, 
da, d, d, 
D’ = 0 ii ua ı 
a eG” 


gehören (vergl. $. 1. Gl. (12.) und (13.)) als die conjugirten Punkte 


I Am: VB AU BL. NEAR SZ 1), & had. > v ehe 


nz 


N 


und von diesen genügen die Coordinatenwerthe für A, und B, der Gleichung 














D,: w 


2... wie behauptet war. 

Es liegen also die vier Punkte a, A,. b, B, auf der Ebene (2.) und 
es durchschneiden sich demgemäss die beiden Linien «A, und bB,. Dasselbe 
gilt für jedes Paar der vier Linien «A,, bB,. cC,. dD,. und demnach gehen 


_ 


sie sämmtlich und folglich auch die sie zu zwei enthaltenden Ebenen durch 
denselben Punkt. welche sechs Ebenen auch, wie oben gezeigt wurde, durch 
je zwei der Punkte a, b, e, d und den Pol der Ebene (E) in Beziehung 
auf die entsprechende Gegenkante des Tetraeders bestimmt sind. Nennt man 
diesen gemeinschaftlichen Punkt der sechs Ebenen (2.) P,, so ist sofort weiter 
zu sehen, dass P, mit den Punkten P und P, (Satz 11.) auf derselben Geraden 
liegt; denn diese drei Punkte liegen mit jedem der vier Punkte a, b, c, d 


in einer Ebene, weil sie bezüglich auf den Verbindungslinien,. z. B. des 
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Punktes a mit den Punkten A,. A’ und A, lieeen und diese nach Satz 1 
derselben Geraden angehören. Der Pol P, der Ebene (E) in Beziehung auf 
das Tetraeder ist nach Satz II. ein vierter Punkt der Geraden PP,P,. Es 
ist demnach gleichzeitig der folgende Satz bewiesen: 

Xl. Wenn man die Punkte, in welchen die Verbindungslinien der 
Eckpunkte eines Tetraeders mit einem beliebigen Punkte P des Raumes 
eine ebenfalls beliebig gegebene Ebene (E) durchschneiden, verbindet mit 
den auf den entsprechenden Gegenflächen liegenden conjugirten Punkten 
der Schnittpunkte der Verbindungslinien mit diesen Flächen, so durch- 
schneiden sich die vier Verbindungslinien in demselben Punkte P,. welcher 
sugleich der gemeinschaftliche Schnittpunkt ist der sechs Ebenen des 
Satzes X. Der Punkt P, liegt mit den drei Punkten P,. P und P, des 


Satzes Il. auf derselben Geraden. 


Rückt die Transversalebene (E) ins Unendliche, und wird P gleich- 
zeitig der in Satz V. als Schnittpunkt der Höhenebenen definirte Punkt M, so 
geht P, in den früher mit M, bezeichneten Mittelpunkt der dem Tetraeder 
ABCD umschriebenen Kugel über, weil die Linien A,P,,. B,P;. C,P;,. D,P, 
bezüglich den Linien AM, BM, CM, DM parallel sind. — 

Es bleibt nunmehr noch der allgemeinere Fall zu untersuchen übrig. 
wo die durch die Eckpunkte des Tetraeders gezogenen Geraden hyperboloidisch 
liegen: alsdann ergeben sich ganz analoge Resultate, und zwar zunächst der Satz: 

X. Vier beliebige durch die Ecken eines Tetraeders gelegte Ge- 
neratrices desselben Systems eines Hyperboloids durchschneiden eine eben- 
falls beliebige Transversalebene (E) in vier Punkten; durch jede zwei 
dieser Punkte, welche als solche einem bestimmten Paar von Ecken des 
Tetraeders zugehören, und den Pol der Ebene (E) in Beziehung auf die 
das andere Eckenpaar verbindende Tetraederkante ist eine Ebene be- 
stimmt: die sechs so bestimmten Ebenen durchschneiden sich in demselben 
Punkte. 

Auf das gegebene Tetraeder als Coordinatenteiraeder bezogen sei die 


Transversalebene,. wie früher, ausgedrückt durch die Gleichung: 


A ar Dee Vier 


die durch die Eckpunkte A, B, C, D aber gezogenen Fundamentallinien seien 
40 * 
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u ® w 




















De 4; 5 A; kr 4; f 
Bb : { u HE u 
(9. \ \ - d,, “ d,; y d,; : 
"Eee. WERDE. EN... 
ll: u : u? 
l u ® 
‚Did: = rn = Bin = . 


für welche als Generatrices desselben Systems eines Hyperboloids die Be- 
dingung 

6.) a. = 4, 
erfüllt wird. Wenn man jetzt der Kürze wegen (vergl. $.2, Gleichung (6.)) 
die neuen Constanten @,,, 4a», Ay. a,, einführt durch die Gleichungen: 























au 4 5 7 ee + 4 an 0, 
(b., ERERERN 
“u nn | io He = 0, 


so sind die Schnittpunkte a, 5b, c, d der Fundamentallinien (5.) mit der Trans- 
versalebene ($.2, Gleichung (7.)): 





























t U ® Ti 

d. = u == M 
d, f a, 2 d, . a, r 
t u ® w 

2 m b : — == R 
(8. ) d;; d,; d,; d,, 
t u ® 0 

Ce! —= — 
4;, d;; d;; d;; 

d i _— m are . 
d,, Ü;s dl, 3 d,; 


Die Ebene durch irgend zwei dieser Punkte, z. B. a und 5, und den 
Pol der Ebene (E) in Bezug auf die das andere Eckenpaar, C und D, ver- 


bindende Kante, nämlich 


f > Be 0, - == Fr . 


hat nunmehr die Gleichung 
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WALTUITIEERLTIUT A205; Ay; t- 4,4, 4,4, 4,,%; 74,0; 
3 aus d utyegarsiei eng u 
(9.) ’ 7 
i . /(t w 
| + (4. — Ada ) = ee 3 — 0: 
| : | 


oder wenn man der Kürze wegen die neuen Constanten b,, und e,, einführt 


durch die Gleichungen: 


- 


Us; dA, —(;, = b;, . don (Ay Er a), _— Das 


(10. 


| day Ay; — 453 — b>; . d,, Ay a), — bu . 


4,42 — Ay: — bu, 4344 — 4 = b;;, 


4,34, 4A;,C, = Ci, Ayla Aplı = Ci, Al; — Az = Cj4s 


\ d;,d, — Ayla = Ca, Add Az = Cy, Arzt — Az, = Cry. 


11.) 
43, 432 — Appl; = 34,  Azalz4 — Ay; = Ca), (Al; — Ayla: = Ca, 


A,l;— 4,44 Cs, Ayzlıy— Ay,ly Co, Ayla Ad = Ca5 


wo aber zu bemerken ist, dass vermöge der Bedingung (6.) nur die Ausdrücke 
b,, und 6,, einander gleich sind, während die Ausdrücke e,, durch Vertauschung 
ihrer Indices andere Werthe erhalten. Zwischen diesen Grössen b,, und e,, fin- 
den vermittelst der Gleichungen (7.) die folgenden Beziehungsgleichungen statt: 











Gy ‚ 63 A Ca | ar ii, ER ERGE b; 
Msn er zZ Me aa sie aeg Mer a re 
7 ö ß op y P 7 
a _b, (23 | Saı _ bi, Co | Ca _ Baı 
= - " | en s 
(12 6 3 a Y Ö y Ö & 
or, _ du O4 Ca _ ai . wi 4 _ di 
[44 5 Ö I P Ö ? & fe] 
Cs 1 Ca _ du MM be Ca 1 Cu Da, 
B:' & a’ © 


MER. 4 
Diess vorausgesetzt, wird die obige Gleichung (9. 
Punkte a, b und den Pol von (E) in Beziehung auf die Kante CD: 


) der Ebene durch die beiden 


‘ 3 Zr c 3 c t b,; 1 b, 2 R 
3 2 __u I —- 2,129 = 0. 
(13.) ) ) ( } )ı , © Fi 


Wenn man jetzt durch die Schnittpunkte a, b, ce, d der Fundamentallinien (5. 
mit der Transversalebene (E) diejenigen vier Linien construirt. welche als 
Generatrices des zweiten Systems mit den Geraden (5.) auf demselben Hyper- 
boloid liegen, Linien, welche bezüglich die correspondirenden Flächen BCD, 
CDA, DAB, ABC des gegebenen Tetraeders in den Punkten A’, b’, €’, D' 
durchschneiden mögen, und zu diesen Punkten in jeder Seitenlläche die con- 
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jugirten Punkte A,. B,. C,. D, darstellt, so findet sich. dass die Ebene (13.) 
zwei dieser Verbindungsgeraden enthält. 

Zunächst ergiebt sich der Schnittpunkt der Generatrix des zweiten 
Systems durch den Punkt a mit der Seitenfläche BCD als derjenige Punkt. 
welchen diese Fläche {= 0 mit den Ebenen durch a und jede der drei Ge- 
neratrices des ersten Systems (5.) Bb, Ce, Dd gemeinschaftlich hat; die Glei- 
chungen dieser drei Ebenen aber werden bei Benutzung der Formeln (7.) 
und (11.): 


d, bb) . ( dr; d4 A4,;44) — Cı;, © + WW = 0. 
‚dA, Ce) Ka dı> ER A,4l;5) E— Cı4 Im == Ca u — 0, 
(a, Dd) : ApAg— ApA;)E— CH ut CcBe = OO; 


und demgemäss erhält man für ihren gemeinschaftlichen Schnittpunkt A’, so 
wie durch Fortschreiten der Indices für die Punkte B’, €’, D’ die folgenden 


Systeme von Gleichungen: 





A; t—=0, CH = C50 = C4W, 

\ Fr: s=0, Cub = (3 = CyU®, 
14.) Mr 0 

, e=V, Cl CzU = (04%, 

D: w=0, cul=CyU= 640 ; 


als die conjugirten Punkte A,, B,. C,, D, ergeben sich demnach ($. 1. Gl. 12): 


© w 1 1 1 1 1 1 
Ay: t—= (0. 5 - a - > —( + 5, | ( rg 7 Be, ) ( 3%, + =. )- 


oder vermöge der Gleichungen (12.): 























U ® mn 
A, ! — 0, er — ur u — FE 
| 2-02 Ciz3° 13 6,40; 
i ® ın 
Bi: ua=V, — re Ta 
15 \ C,,.9;, 0,30; 5; 4 
\ N: ei t u w 
’ . — “ u Ze a = ar 
O4 0u, Be 0... 
{ u ® 
Dı: w=0, —— = —— = Pa 
C° Zr Ca 9 Ci; FE 


Es ist sofort zu sehen. dass von diesen vier Punkten die beiden 
ersten auf der Ebene (13.) liegen, und weil sich durch cyklisches Fortrücken 
der Indices aus der Gleichung (13.) die Gleichungen der übrigen fünf Ebenen 
ergeben, welche die Punkte a, b, ce, d zu zwei und den jedesmaligen Pol 
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der Ebene (E) in Beziehung auf die zugehörige Gegenkante enthalten, während 
die Gleichungen (15.) in einander übergehen. so enthält jede dieser Ebenen 
zwei von den Punkten (15.). Es liegen also beispielsweise die vier Punkte 
a, A, b, B, auf der Ebene (13.) und es durchschneiden sich demgemäss die 
beiden Linien «A, und bB,. Dasselbe gilt für jedes Paar der vier Linien 
aA,, bB,. cC,,. dD, und demnach gehen diese Linien sämmtlich, und folglich 
auch die sechs Ebenen (13.), durch denselben Punkt. Es ist darum „leich- 
zeitig der folgende Satz bewiesen : 

XII. Vier beliebige durch die Ecken eines Tetraeders gelegte Ge- 
neratrices desselben Systems eines Hyperboloids durchschneiden eine eben- 
falls beliebige Transversalebene (E) in vier Punkten a, b. e, d: construirt 
man durch jeden dieser Punkte die Generatrix des zweiten Systems und 
zu dem Schnittpunkte derselben mit der correspondirenden Gegenfläche 
des Tetraeders den conjugirten Punkt, so durchschneiden sich die vier 
Verbindungslinien der conjugirten Punkte mit den entsprechenden Fuss- 
punkten a, b, c, d im demselben Punkte. 

Der gemeinschaftliche Schnittpunkt der vier Geraden A,a, B,b, C;e, 
D,d (XIM.) ist zugleich derjenige der sechs Ebenen (13.) (XH.); um weiter 
zu zeigen, dass dieser Punkt, welcher etwa (0, heissen mag, mit den Punkten 
P,» QO und Q,, d.h. den Polen der Ebene (E) in Beziehung auf das Te- 
traeder ABCD, in Beziehung auf das diesem Tetraeder umschriebene Hvper- 
boloid (H) und in Beziehung auf das dem homologen Tetraeder A,B C,D. 
‚umschriebene Hyperboloid (H,) auf derselben Geraden liegen, sind noch zur 
Abkürzung der Rechnung einige Beziehungen zwischen den Coefficienten «,, 
und den aus ihnen weiter abgeleiteten Coefficienten b,, und ce, festzustellen. 
Zunächst sind als neue Grössen d;, einzuführen die folgenden Complexionen 


der Coefficienten «;,: 


Ay — A; = do» (oder d,,), 
(16.)  Aylem—Uute = A; (oder d.), 
Gpdy— Andy = du, (oder d,), 


wobei zu beachten ist, dass die Grössen d,, bei Vertauschung ihrer Indices 
i und % keine Aenderung erleiden und bei einer cyklischen Permutation der 
Indices in den einzelnen Coefficienten a,, zugleich die Indices in den zuge- 
hörigen Grössen d,, eyklisch permutirt werden. Alsdann hat man die neuen 


Relationen: 
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c c d d., 
| > n uhr A 
[44 
. Io c d.. d,, 
(17.) | r] ir oder —=, 
& 
( c. d. d 
31 21 nu 23 oder 14 








r 8 . 
und neun ähnliche Relationen durch cyklisches Fortrücken der Indices 1, 2, 





3, 4. und der Coefficienten «, , y, d; ferner das System von Beziehungs- 





gleichungen 









> 


\ 


63 — 0 64 — Pd.) = . C33 Ci a ya Cj4> 





> 








’ { 
63464 CnCos 


) 


pr 
N 
a 
= 
x, 
w 
+ 
| 
3 
S 
| 
x 
— 
Tu 
| 
Se) 






b 3 Y 
14 ) 5 2 > » rn f m ’ 

Ber Plan) 3 Ö dı) = r7 CpC6a— 7 03019 
{ 









welches sich durch dasselbe Verfahren wie das System (17.) durch neun 





weitere Gleichungen vervollständigen lässt, und endlich das in sich abge- 





schlossene System: 


B( Fr . 2 4y ze we = +0( “ he ) Ma 
l \ 


y = Dr 2404 ( 1% A)re(® ru4 “ — 0. 


Kr gae) =0 


l 






























(19) 




















( 


a 3 e a a vr u )+y( -7)=% 


Diess vorausgesetzt, erleichtert sich die Uebersicht des Beweises, dass die vier 


. 











Punkte P,. Q, Q, und Q, auf derselben Geraden liegen: — Der Beweis lässt 
sich darauf beschränken, zu zeigen, dass die Ebene durch die Pole O und 
P, der Transversalebene (E) bezüglich des Hyperboloids (H) und des Coor- 
dinatentetraeders und einen der Schnittpunkte der Generatrices (5.) mit der 
Ebene (E), 3. B. den Punkt a (8.), zugleich den Punkt A, (15.) dieser Ebene 
enthält. 

Der Pol 0 der Ebene (E) in Beziehung auf das durch die wind- 
schiefen Geraden (5.) bestimmte Hyperboloid (H) sei 


! u v ın 


a SS 5 m 
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so ergeben sich für die Coefficienten A, B, C, D die Werthe 


1 A,. A, a 
A — u — + Su), 
a L P.a,, ’ d.a,, 

















13 1 
B = 4,4345, (z + w T u r 2 } 
U A;y,4;, a, r ee r er u 3.) 
D= lt gi 1 ge + u): 


ferner sei die Gleichung der Ebene durch diesen Punkt Q. den Pol P, der 
Ebene (E) in Beziehung auf das Tetraeder 








l u ® u 
A A 
und den Schnittpunkt « (8.) der Generatrix Aa mit der Ebene (E): 
! u ® w 
@. = w = 4, = a, 


in folgender Form dargestellt: 

(20.) Lt+ Mu+Ne-+Pw = VO. 
so erhalten die Coefficienten derselben durch die Gleichungssysteme (11.). (16.) 
und (17.) die Werthe: 


=. 
> IN \ 
A —(P.erdetY.Cndıst d.C4dı), 
iR. 0 
M— — pda + E13 2 — Cat zZ Enl3— Zn en. 
l ' 
N d | ! Ö » » 
N = 634,37 67403 CC Tr 013 034 — — (13029 
Y 7 
? | ß > > Y » 
P= — 4A 4 612643 — Cat g Erla Ten Ca: 


Setzt man nunmehr in die Gleichung (20.) für f, «, ve, w die Werthe 
ein. welche sich aus den Gleichungen (15.) des Punktes A;: 


U ® 0 


SE arnn 


b,.06: b,, €, 3 b,; vr 
ergeben, so erhält bei Berücksichtigung der Gleichungen (18.) die linke Seite 
der Gleichung (20.), abgesehen vom Factor c,€,3€,,, die Form: 


BE rer rn Br) 














12 


-- (3 es 8; 7 (u M an er BL. %) 
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ee) 
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oder vermittelst der Gleichungen (12.): 


2 ö ß 
C3T 7 arg arg 


P 


/ 





ag a7 
welcher Ausdruck vermöge der ersten Gleichung des Systems (19.) ver- 
schwindet: darum liegt der Punkt A, auf der Ebene (20.), was zu beweisen war. 
Ebenso gehören auch die Punkte B,,. C,, D, (15.) bezüglich mit den 
Fusspunkten db, ce, d (8.) und den beiden Polen P, und Q je derselben Ebene 
an. und demnach liegt der gemeinschaftliche Schnittpunkt Q, der vier Geraden 
tina. B,b, Ce, D,d (XIM.) mit P, und Q, folglich auch mit Q, (VI), auf 
derselben Geraden. — | 
Schliesslich möge noch erwähnt werden, dass auch hier (vergl. IX.) 
die vier Punkte Q, P,. (, und O, harmonische Punkte sind und zwar O und 
(,. die Pole der Ebene (E) in Beziehung auf die beiden Hyperboloide (H) 
und (H,), conjugirt in Deziehung auf die beiden Punkte P, und Q,, bezüglich 
den Pol von (E) für das Tetraeder und den Schnittpunkt der vier Geraden 
A,a, B,b, Cie, Did. 
x Zum Beweise nenne man eliwa die Punkte. 
in welchen die Verbindungslinien des Fusspunktes « 
mit den Punkten O, P,. Q,, A das Coordinaten- 


& dreieck BCD durchschneiden, bezüglich q, ps» 9: 





e 3 


N \e: EA a,. so liegen die ersteren drei derselben mit A,. 


dem Schnittpunkte der Geraden Q,a mit BED, wie 
oben bewiesen, auf einer Geraden, ebenso die bei- 
den conjugirten Punkte A’ und A, mit A,. dem Pol 
der Ebene (E) in Beziehung auf das Dreieck BOD; 
P, liegt als Pol von (E) in Beziehung auf das Te- 
traeder ABCD auf der Verbindungslinie AA,; noch 
sei Z der Schnittpunkt der Linie A’a, mit der Schnitt- 
linie der beiden Ebenen BCD und (E). 

Die Geraden Aa und A,a sind conjugirt in 
Beziehung auf das Collineationscentrum P,, ebenso 
die Geraden A’a und «aa, wenn a’a die Generatrix 
ist des zweiten Systems des Hyperboloids (H,) durch 
den Fusspunkt «. Nunmehr hat man vermöge der 
Eigenschaft der Punkte Q und ©, als der Pole der 
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Ebene (E) in Beziehung auf die beiden Hyperboloide (H) und (H,) die beiden 
harmonischen Punktsysteme (A',g,a,, Z) und (A,.q..«,Z). folglich da die 
Punktsysteme (A', A,, A,) und (g, q,. A,) je auf einer Geraden liegen, so ge- 
hören auch die Punkte «,. a’ und A, derselben Geraden an; demnach kann 
man die vier Geraden A, A,» A,po, pu@. a’A, ansehen als die auf einander 
folgenden Seiten eines Vierecks, dessen Gegenseiten sich paarweise in den 
Punkten A’ und a, durchschneiden, d. h. A,a, und A,a’, als Diagonalen des 
Vierecks, theilen die dritte Diagonale desselben. A,p,. harmonisch: demnach 
ist das Punktsystem (A,.g,. po, g) harmonisch. In gleicher Weise durch- 
schneiden die Verbindungslinien der vier Punkte Q,. Q,. P, und Q mit jedem 
der übrigen Fundamentalpunkte 5b, c, d die entsprechenden Coordinatenebenen 
CDA, DAB, ABC in harmonischen Punktsystemen, und demnach sind die 


vier Punkte Q,,. QO,. P, und Q selbst harmonische Punkte. 


Berlin. Februar 1865. 


41 * 
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Sur les seetions eirculaiıres des surfaces du second 
ordre et les ombilics des surfaces quelconques. 
(Par M. ©. Souillart & Caen.) 


M. Otto Hesse a signale dans ses Vorlesungen über die analytische 
Geometrie des Raumes (p. 335), une diffieulte d’analyse par laquelle on est 
arrete, quand on veut presenter la theorie des sections circulaires des surfaces 
du second ordre comme un cas parliculier de la theorie generale de leurs 
sections planes: cette difficulte consiste a partager une certaine &@quation en 
deux autres. La decomposition se fait aisement (loc. eit.), lorsque l’equation 
de la surface ne contient pas les rectangles des variables, et la theorie 
sacheve alors comme par les autres methodes: mais le cas general est 
beaucoup plus rebelle. M. Hesse est parvenu (t. 60, p. 305 de ce Journal) 
a mettre le premier membre de l’equation dont il s’agit sous la forme d’une 
somme de plusieurs carres: le nombre de ces carres a Ele reduit a 2 par 
M. Henriei (t. 64, p. 187). L’obstacle est donc leve, mais les formules ob- 
tenues sont assez compliquees et il resterait a en deduire la theorie des sections 
circulaires. 

Au lieu d'une decomposilion en carres, on peut, au moyen des pro- 
prietes d’un determinant qui se presente de lui-meme dans la question, etendre 
au cas general la marche qui reussit dans le cas de l’equation reduite: on 
obtient ainsi des resultats beaucoup plus simples et la forme des @qualions se 
prete commodement a la solution complete du probleme primitif. 

A un aulre point de vue, la recherche des sections eirculaires des 
surfaces du second ordre peut etre consideree aussi comme un cas particulier 
du probleme des ombilies d’une surface quelconque: celte remarque suffit pour 
montrer que le probleme de MM. Hesse et Henrici est, au fond, resolu depuis 
jong-temps. Inversement, la solution que nous en oblenons donne, sous une 
[orme nouvelle et remarquable, la solution du probleme general des ombilies: 
on trouve d’ailleurs aisement une forme correspondante pour l’equation gencrale 
des lignes de courbure. 

La symelrie de ces formules tient a l’emploi d’un determinant de meme 
forme que le precedent, et qu’on designe quelquefois sous le nom de Hessien 
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borde. La valeur de ce determinant, pour un point quelconque de la surface 
que l’on considere, ne depend pas du systeme d’axes coordonnes auxquels 
la surface est rapportce, et quand la surface est du second ordre, cette valeur 
est Ja möme en chacun de ses points. Cette remarque, associee a un theoreme 
de Joachimsthal, met en evidence un certain nombre de proprietes dont 
jouissent les lignes de courbure des surfaces du second ordre. 


1. Soit 
Ant + A1Y + 23 + 2a, 2Yy + 2an 22 + 2a Yy3 + ray + 2a;Yy + Ray, 3 + = 0 
l’equation d’une surface du second ordre rapporlee ä des axes reclangulaires 
quelconques et 

ac+by+cz—d = OÖ 
l’equation d’un plan, a, b, ce etant les cosinus des angles que la normale au 
plan fait avec les axes coordonnes, en sorte que l’on a 
e+b+c = 1. 

Les longueurs des axes de la section que le plan produit dans la surface s’ob- 
tiennent en resolvant l’equation du second degre 





| du — h U dın a 
| ’ 
a a, do b 
Mi un r £ — 0 
| Ar da da —J C 
a b C 0 | 


dans laquelle l’inconnue 4 designe le quotient d’une constante par le carre de 
l’un de ces axes (Hesse, Vorlesungen etc. p. 331). Pour que la section soil 
un cercle, il faut et il suffit que cette @equation ait ses racines @gales. Cette 
condition n’elablit qu’une seule relation entre les quantites a, b, e qui de- 
terminent la direction du plan, et comme ces quantites ne sont assujeltlies en 
outre qu’a verifier l’equation a’+b’+c’=1, on est conduit ä ce paradoxe 
quil existe dans toute surface du second ordre une infinite de directions de 
plans cycliques. 

Mais il arrive ici, comme dans plusieurs cas analogues, que l’equation 
de condition unique comprend en r6alite deux equations distinctes, et c'est 
dans la decomposition de cette equation que consiste la difficulte signaldee par 


M. Hesse. 
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2. L’equation (1.) developpee et ordonnee par rapport ä A, peut etre 
mise sous la forme simple 








/ \ b) b) dA 1A 
2) (@+b+e + + 4 = 0, 


Tu Ta, 
en posanl 





do Ay Aa a 








Ad 





dı An 


Ad, An € 






















dx 











ab e 
La condition d’egalite des racines est 


a dd Be & 
au a TR + =) ie ai nl ed ae 


11 





telle est l'equation quil s’agit de partager en deux autres. 
Les proprietes elementaires des determinants nous donnent les identites 


dd 














m —. = tie — 
4.) 16 fZ dctte 14 Bu 
da; 
lo 14 14 dd 
u “, a 


au moyen desquelles on peut exprimer les derivees du determinant / par 
rapport aux elements principaux en fonction des derivees relatives aux trois 
elements Ay, An. Ay, et vice versa. On a ainsi les deux groupes de formules 



























































dd dd dA 
er 
" dao +(b da,, er ) 
jr. dd dA dd 
{ — — 1 
er) 7 ' Ta, tan): 
dd dd dd 
ei ee a y 
: da,, Er da,; Fr da, ): 
ed _ I _ dia 
\ da da, da, da,, ' 
| dd dd dd dd 
\ u a ca ’ 
u. au; da,, u da, , da,, " da,, 
ai dd R dd „dd _p dd 
da,, a6 da,, da, , 
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Des formules (5.) on conclut la suivante 











dd dd dd 2 Ds dd | dd 
7 — 2abe da,, s. da,, + 2) m (db a, -)+b (0 da, , 
| + (a a ee 
da,, 7 da,, 


D’autre part si nous appliquons la formule connue (brioschi, Theorie des 
determinants p. 13.) 
dP dP_dP _dP n d’P 


da, da, U A 3 Are” 








relative a un determinant P quelconque, nous aurons, en observant que pour 
un determinant symelrique tel que 4, chaque derivee doit @tre remplacee par 
sa moitie, a moins quelle ne soit prise par rapport a un @l&ment principal 




















dd did dd d’d er; 
—_ HK )= 4 = =— a4 
da,, da,, *\da, da, ,da,, : 
d’ou 
14 N’ dd dd 
da A = —_)— Ben 
da, da,, da,, 
PR Id dd . . : 
Eliminant - 7, au moyen des formules (5.), on obtient pour 4 l'expression 
11 22 
suivante oü n’entrent que les derivees relatives aux elements a, A, Ai. 
dd d4 dd dd dd dd 
! TER! an / 
(9%) ande 4 " da,, da, . da,, da, Ei da,, da,, 
0 


au moyen des formules (6.), on obtiendrait 





Pr dd 
si au contraire on eliminait (— 

12 
pour 4 l'expression suivante, en fonction de ses derivees relatives aux elements 
principaux 


9) AdabeA = 











a -- C ü 
da da, da,, da,, da,, 


00 





( „ dd RE dd R he TER dd dd 


dans laquelle le second membre peut, comme on le sait, prendre plusieurs 
formes differentes. 

La formule (9.) pourrait etre appliquee a la transformation de l’equation 
(3.), mais on obtient des resultats plus simples en employant les formules (7.) 
et (8.). L’equation (3.), multipliee m 4a’b’c’, devient alors 


dd dd dd Be. dd 
[« (bb ER da,, )+b (ce Fon ea, re (a da, -)| 
dA Pr dd dd 14 dd 
da,, da, da,, da,, er da,; Fi 











10.) 











BEER? — 0. 


01 
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Par un developpement partiel et'un groupement convenable des termes, on 
peut la mettre sous la forme suivante 





















































a) + lee in rel an) 
41. | = e(e Freak, . : TelCh- Fi bu 
2a (a r u „u 6b (6% Fan u u 
| — 2a’ b’ BR BR... Zr )(e- de 0 — A). 
Si nous posons, pour abreger, 
b Fr ran Fe 7, Fi iii Pr IE rn ” Fr. =(, 


l'öquation precedente secrira 
A’a'+B’bY +0 —RBCb’e—2CAca—2ABa’b’ —= 0, 
ou bien sous la forme &quivalente 
12.) (ay A+b yB-cyC) (ay A+by B-cyC)(ay A-by bB+ceyC) (-ay A+by B+eyC) =. 

3. L’equation (12.) est verificee pr A=0, B=0, C=0, et nous 
allons reconnaitre quelle n’a pas d’autre solution admissible. En effet elle ne peut 
elre verifice que si lun. au moins, des quatre facteurs est nul separement. 
Or la somme des trois quantiles A, D, C etant nulle identiquement,. si l'on 
suppose quaucune delles ne soit nulle, ces irojs quantit&s ne pourront pas 
eire de meme signe: soit A celle qui est de signe contraire aux deux autres. 
on peut toujours supposer A<Z0. Chacun des facteurs de l'equation (12.) 
contiendra alors le terme imaginaire ayA, et ne pourra @tre nul que si ce 
terme disparait: il faudra done que l’on ait a=0. Si donc on suppose quau- 
cune des quantites A, B, C ne soit nulle, Tequation (12.) ne peut etre veri- 
fiee que par (une des hypotheses a=0. b=0. c=0. On arrive a la meme 
conelusion quand on suppose quune seule des quantites A, B, CE soit nulle. 
II n’y a dailleurs pas a examiner le cas oü deux de ces quanlites seraient 
nulles. puisque la troisieme le serait aussi. 

L’equation de condition, prise sous l’une des formes (10.). (11.), (12.). 
est verifice en effet par lune quelconque des trois hypotheses a=0. b=0. 
e—=0. Par exemple si lon suppose a=0, l’equation (10.) se röduit N 

be(b + ec U.) 0. 


Io: da,, 
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ce qui est alors une identit€ en vertu de la premiere equation (5.). Mais il 
faut observer que pour passer de l’equation (3.) a l’öquation (10.) nous avons 
multiplie par 4a’b’e‘, ce qui a pu introduire les solutions a= 0, b=0. e— 0. 
C'est en eflet ce qui a lieu, car nous allons reconnaitre que l’öquation primi- 
tive (3.) mest pas verifice par Uhypothese a=0, si l’on na pas en meme 
temps A=0,. B=0, C=0. 


? - 11 l ’ 
Dans Ihypothese «=0,. la somme 4, 04 


_ se reduit a 
da 





un 1 
da,, da,, 


Yy Y r . dA / ) 
—— — (b’+ EC) Ay, el le developpement de da Au, rt (and — Ace); en sorte 
dc 
)0 


00 ( 
que l’equation (3.) devient 


dA 2 ») r u Mi dt - 
| (+ )au| +4(b’ + ®)[aw- + (an b—ayc)] - 0 


da, , Iso 


00 








ou bien 





(13.) | # +’ + @)an| +4(B°+ 0) (aba, ce)’ = 0. 


da, 


Le premier membre de celte @quation elant une somme de deux carres. elle 
ne peut etre verifiee qu@ si chacun d’eux est nul. Ayant deja a=0, on ne 
peut pas avoir en outre b=0 et ce=0: il faut done que l’on ait a,b—a,e—d. 


Mais on a, dans l'hypothese de a=0, 
A= 2(b’+c)(anb—a,, C), B= —2c (aub— Ay, C), C= — 2b’ (Yun b — Ay €): 
l’equation (13.) ne peut done pas etre verifice par cette hypothese, sans que 

l’on ait en meme temps A=0, B=0, C=0. 
Done enfin l’equation de condition se decompose dans les trois suivantes, 
qui n’en font que deux. 
A=0, B=0, C=0, 
ou bien 
dA 
(14.) a, —b 2 


12 


dd u dA 
wi 








02 01 


1. 

4. Les equations (14.), jointes a l’equation a’+b’+e?— 1, determinent 
completement les directions des plans cycliques, mais il reste a en deduire 
les resultats que l’on obtient par d’autres methodes. 

Ces equations developpees sont, en divisant par 2, 


45.) er er = b[b(anb—a,,c—ana)+a,,ca) 
= e[e(ay, c—ArAa—anb)+azab]. 
Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 4. 42 
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Elles sont homogenes et du troisieme degre en a, b, e. Lelimination de 
une des inconnues se ferait aisement, mais l’&quation qui en resulterait entre 
les deux autres serait du sixieme degre. On peut tirer des equations (14.) 
un parli plus avanlageux, en y introduisant comme variable auxiliaire le rayon 
de la section eirculaire consideree. Designons par 4 la racine double de 
lequation (2.), c'est a dire le quotient d’une constante par le carr& de ce 


ravon. on a 


























ER ) dd da, dA 
= 2(a’+b’+c’) \da, da, da, 
Mais la formule (7.) donne, en tenant compte des equations (14.), 
| 4,441 .,44 a+b’+c dA a+b’+c, dd 
ra ar u” ab a RR b 
da, da, da,, abc da,, abe da,, 
_. “+ BB 
abc da,, ’ 
dou les trois @quations 
dd ; dd s dd , 
ı —— = bei 1 - — cal. 4 — ab) 
"u. e ”. ’ ” ’ 


qui etant developpees donnent les suivantes 


.> 
. 


(au—)be+alaza—ayb—ayc) = 0, 
(16.) (au 4)ca+b(aub—a,Cc—Aana) = 0, 
(a2 —A)ab+ ca, C—Aand—Aanb) = VO. 
Ces equations ne sont que du second degre, mais chacune d’elles renferme 
les trois inconnues. Multiplions par e la seconde et par b la troisieme, puis 
ajoutons; il vient, apres avoir divise par a, la premiere equation du groupe 
(au— A) +(au—4)b’— R2a,be = 0, 
(17.) (da Aa’ + (au) —Ranca — 0, 
RER b’-+ (an M)a— Raab = 0; 
et les deux autres sobtiennent d’une maniere analogue. 

Si la quantite A etait determinee, les equations (17.) feraient connaitre 
la direction des projections, sur chacun des plans coordonnes, de la normale 
au plan de la section eirculaire. Or on peut trouver comme il suit l’equation 
qui determine 4. On deduit des equations (16.) 
abe (aw—A)(aı1—4)(au— 4) = — (Ana — Anb —A,,C)(Aanb—A,C— AA) (A, —AnA— And) 

— — [24a,,4na„abc + a), a,,4— Ab — Ay,C) + ab’(ayub— Ay,C — AA) 

+ A,,C (AyC — 4.0 — 4b)] 


— abc [2a ,an@ı: =: and — A) N Ana. PR A) Pr a,, (Q2% E 1)] ; 
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ce qui donne, par la suppression du facteur abe, le developpement de l’equation 


Ag—h A Ay 
(18.) | Ay Amt da | 1 
Ay d;, Any—h| 


Cette equation est precisement celle qui determine les inverses des carres 
des axes de la surface: si done nous considerons les sections ceireulaires qui 
passent par le centre de la surface, leurs rayons sont les trois demi-axes. 
Pour chacune des trois valeurs de A, les equations (17.) font connaitre 
les rapporls u ae par des &qualions du second degre: done, par chacun 
c a b ” ‘ 
des axes de la surface il passe deux sections eirculaires. 
On reconnait aisement quil n’y a de reelles que les sections passant 


i £ b a 
par laxe moyen. En effet pour que les valeurs des rapporis —. —. . 
C a ) 


soient reelles, il faut que les trois quantiles 


" 


ar — (Aau—) (aa —), Au — (aa —A)(aw—)), Ay — (an —A)(aı—R) 
soient positives. Mais si l’on pose l’equation auxiliaire 
(19.) an —(au—A)(a»—4) = 0, 
et qu’on designe par « et $ (@<ZP) les deux racines, toujours reelles, de 
cette equation, on sait, d’apres la remarque de Cauchy, que l'equation (18.) a 
une racine 4, plus pelite que «, une racine A, comprise entre « et , el une 
racine 4, plus grande que 5. Par consequent le premier membre de l’equation 
(19.) est negatif pour =4, ou A=4,, et posilif pour A=4,. Il en est de 
m&me evidemment pour les deux autres expressions. 

5. Pour que la surface soit de revolution, il faut et il suffit que ses 
deux systemes reels de sections ceirculaires se confondent, cest a dire que 
les equations (17.) aient leurs racines egales pour A=4. On a ainsi les 
equations de condition 


(20.) an-(au-h) (an )=0, an-(a2-,) (an) =0, Aı-(Au-kı) (ak) =0. 


Introduisant tour a tour chacune de ces conditions dans l’equation (18.). on 
trouve que la quanlite A, doit salisfaire aux trois @quations 


2a, An da — An (Ayı r hi) r Ay (An Tr hı) = 0, 
2 . 2 / . 
2 Ay An ya — Ayı (dx > ki) —AnplAu—h) = Ö, 
2A, Andy — Ai: (Ay, —Äı ) — (a —4ı)=0; 
42 * 
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dou l’on conelut immediatement 
dia (Ay —Aı) — (A. (au—4ı) = Ay [lan — hr) — Ay Adyplın« 
et par suite les conditions connues 


Ay lo __ a 1 2 =. — LITE ä 
Tr az u Per 


a, 2 Ay q,; 


(21.) I = Au— 


Si l’on observe que la somme des premiers membres des equations (20.) esi 
la derivee par rapport a 4, du premier membre de l’equation (18.), on 
reconnait que A, est dans le cas present une racine double de cette @quation, 
ainsi que cela doit &tre. 

Remarquons, en passant, un moyen simple pour arriver directement 
aux equaltions (21.),. en exprimant l’egalite de deux racines de l’equation (18.). 
Pour que la racine A, devienne egale a 4, ou ä A,, il faut quelle se confonde 
avec l'une des racines, « ou ?, de l’equation (19.); le meme raisonnement pouvanl 
se repeler pour les deux equations analogues a (19.), on voit que la racine 
double doit satisfaire aux trois equations (20.), et on acheve comme plus haut. 

6. Dans le cas partieulier ou lon a u =a%=4a,=0, lequation 
(18.) se reduit ä 

(Aau— 4) (au —%) (a2 — 4) _ 0; 


et si Fon suppose au Au <qa2, on a ,=au, h=M, h=Mn. 
Les equations (17.), quand on y fait A=4,, donnent 





a 4,—a 
b en 0, —— + / — u, 
d,—4, 


tandis que si l’on y fait A=4, ou A=%4,, elles donnent a =(, —_ imaginaire, 


Ge s . r R 
oauc=Q, 7; {maginaire. Ce sont les resultats connus. 


11. 


7. Soit «=0 l’equation d’une surface quelconque; si nous representons 
par %,, %, a, les derivees de « par rappori a x, %, 3, et Par Ws %yıy ins»: 
les derivees secondes, l’equation qui determine les deux rayons principaux 
de la surface en l'un quelconque de ses points peut etre mise sous la forme 
(Hesse, Vorlesungen etc. p. 355) 
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Um — A %ıı Un %k, 

Uu %uıı ze ). Un 4, 

#2.) | = #5 
| dw ur, Ug—h U 
| % u, H; 0 | 
pe yarpe 
. .i. . . ‚ rg . . . u, RE u U . 
linconnue auxiliaire A etant definie par la relation A = 3729. 





designe Yun des deux rayons prineipaux. 
Quand on lapplique a une surface du second ordre, cette @qualion ne 
differe de l’equation (1.) que par le changement de «. z,. w, ena, b, e. 
On conclut de la que dans une surface du second ordre, les rayons de cour- 
bure principaux en un point quelconque sont entre eux dans le meme rapport 
que les carres des axes de toute section parallele au plan tangent en ce point: 
propriete bien connue et qui lie les ombilies aux sections circulaires. 
Si l’on pose 
Un Mr Mn My 


U Yı Un Wı 





Ua MU Um Un 


u u % 0; 


l’equation qui donne les deux rayons de courbure principaux pourra s’ecrire 
sous la forme simple et symetrique 


s 2 PBENECHEN ALL au ö au 
3) et ta 








)A—-U=0. 


Pour qu’un point de la surface «=0 soit un ombilic, il faut qu’en ce poin! 
l’equation (23.) ait ses deux racines egales. L’equation de condition se de- 
duira de l’equation (3.), en remplagant dans celle-ci le determinant 4 et ses 
elements par le determinant U et ses elements correspondants; et la meme 
substitution pouvant se faire dans toutes les formules des n” 2 et 3, on en 
conclut finalement que les ombilics seront determines par les @quations 


dU dU MW 
” du, , . du,, Be 





(24.) 


et le rayon de courbure AR en un point ombilic, par l’une des formules 





y®+u+u _ dU dU dU 





(25.) 2 u,%, %; R = vu, — % gu, — ur vg 


vi 





I 


en 
Bf 
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8. L’equation qui determine les deux rayons principaux se met le 
plus ordinairement sous la forme 


(26.) (rt) R’+[(A+p)t—2pgs + A+)r]yi+p+g.R+i+p+gQ) = 0, 


les lettres p, g, r, s, t ayant la significalion connue. Si l’on exprime que 
les racines de celte &quation sont egales, on sait (d’apres un calcul de Poisson 
rapporte dans / Analyse appliguee de Leroy) decomposer cette condition unique 
en deux autres. En posanl 





A+p))s-pger=M, (+q)s-pgt=N, 


on arrive a mettre l’equation de condition sous la forme 





” 
I 





n 41m? 14 pP + pP’ os), Pit HN ın _ 
(27.) |d+p)N- ap m] + u or 


d’ou Von conelut 
M=-0, N=V®. 


Pour decomposer en une somme de deux carres la condition d’egalite des 
racines de l'equation (22.), il suffirait de traduire le calcul de Poisson 
dans les notations du n®. 7. En changeant ensuite les elements de U en 
ceux de 47, on obtiendrail sous forme d’une somme de deux carres la con- 
dition d’egalite des racines de l’equation (1.), resultat que on ne saurail 
tirer de la methode de M. Hesse et auquel M. Henrici n’est parvenu quen 
sacrifiant [homogeneite des formules. 

Ce caleul n’aurait qu’une symetrie incomplete, a cause du röle inegal 
des variables r, y, 3 dans les equations (26.) et (27.). Il en serait de meme 
d’une decomposition en trois carres qu’on pourrait deduire de la forme sous 
laquelle M. B. Amiot (Journal de Lioueille t. 12, p. 130) a presente l’equation 
(27.); cette forme est la suivante 


27.)  P+4M°+(pP+2g4M) = 0, 
la quantit& M etant celle de plus haut, et la quantite P designant l’expression 


Ad+q)r- Ar pt. 


la consideration du determinant U et de ses derivees simplifierait notablement 
la traduction des equations (27.) et (27”*). Je me bornerai a indiquer les 
nouvelles expressions des principales quantites qui figurent dans ces calculs 
ei qui se rencontrent souvent dans la theorie des surfaces. En voici le tableau: 















































Souillart, sur la question des ombilies. 331 
_ _ U BE. 3 ee w+u-+u 
p u, ” wie I+p+g= wi , 
A MW _ 4, MW A MW 
X A u du, 
u dU AU (a 2 ) 
en BB’ Z — _— = — u ] 
|: u; Ldu,, du, HM) u: 
1y/dU dU dU 
( on 2) 
A+rg pp it = u, era du, 7 a F 
du Y.dU MW 
| - u,u, u) “fa ir nf Fran 5) 3 (m 7 u) 
2 dU | =—)] 
rM u, au,’ 
1 1 . dU = dU dU 
2 BR 2 Bu bi Eu Ba, Enno EEE Bew 
d+gN)r-Arpi 2u,u,u, u? [eile du,, m a) run du, Pr du,, -) 
dU dU 
- (W- a m) 
' dU dU 
(1+p)s—pgr = Zu: (Mi du, ” du, ) 
. N dU dU 
ua Zoe . um 2u? (m du,; in, du,, ) 
Les deux dernieres formules montrent l'accord des equations (24.) avec 
M=0 et N=V®. 

9. L’emploi du determinant U permet de meitre aussi sous une forme 
tres-symetrique l’equation generale des lignes de courbure. Sous sa forme 
la plus connue, cette &qualion est 

(A+g)s—-pgtlday + LA+g)r-Arp)tldyde— irp)s—pgrjde = 0. 
En faisant usage des formules (28.) on pourra d’abord l’ecrire 
dU = dU dU 
tm, o- ACH du, zu, — )da? 
dU dU au dU 2 dU 2. 
> — — u — u — — u — ) u WW —— —U — 
+[ai(a, 7 u; ul a 77 ) wu ig .) dr dy = 0. 


Pour donner ä cette @quation plus de symetrie, nous y ee aussi la 


quantite dz: il suffira pour cela de l’ecrire comme il suil 





dU dU dU dU 
(u amd (undy Hude) +(m,- | I — “ —— )u,dx (u,dx + u, dy) 
dU dUN , 
(u 7 )Wda dy _ 0 
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et d’observer que l’on a 


Wdcztudy = — w.da. 
On obtiendra ainsi l’equation 


dU dU 


\ du,s du,, 


ı dU a dU 


dU A )dxdz 


)dydz + u, (m — 


— Yo ———— 
du,, du, 


) dzedy = VÖ. 


\ 


10. Le determinant U qui intervient dans toutes les formules des 
n” 7, 8. 9 a, en chaque point de la surface »= 0, une valeur determince 
et independante du syteme de coordonnees rectangulaires que l’on emploie. 

En effet d’apres l’equation (23.), si RA et R’ designent les deux rayons 


de courbure principaux pour le point considere, on a 


w+u+%) 
30.) U =— RR’ Zr ER 





expression dans laquelle le numerateur est la quatrieme puissance du para- 

metre differentiel du premier ordre de la fonction-de-point u (Lame). 
Supposons que la fonclion a soit entiere et rationnelle en x, y, z et 

du degre m, et rendons-la homogene par lintroduction d’une variable £ qu’on 

fera plus tard egale a 1: le determinant U pourra se transformer (Brioschi, 

Determinants p. 135) dans l’expression suivante 

U Mr Mn Un 


Un Ur Un, 

mu | | F An Mir Un Wr 

U= — me Yo Ur U; (m 1° e 
| i U ) Us 1 U Us 











Ux Hrı Un 





Az, U; Us Us; | 


dans laquelle le premier terme disparait ici, a cause de «=0. ]l reste donc 
simplement 


Un Mr Mn Mg! 
u u Us u 
31. U 1 10 1 12 13 


2 
(m—1) |, U Un U 





U, MU Up U;; | 


c'est a dire, a un facteur pres, le Hessien de la fonction homogene qui se 


confond avec u pour f=1. 
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11. Dans le cas particulier d’une surface du second ordre, le second 
membre de l’&quation (31.) se reduit ä une fonction des coeffieients de l’@quation: 
done pour une surface du second ordre la quantite U a la meme valeur en 
chaque point. | 

Posons, pour abreger, 





h= yutw+ß; 
la propriete que nous venons d’enoncer s’ecrira, d’apres l’equalion (30.). 


BEE h’ 
(32.) m 7 const. 





Mais Joachimsthal a reconnu (t. 26 de ce Journal) que tout le long d’une 
ligne de courbure d’une surface du second ordre, on a, en designant par R 
celui des deux rayons de courbure qui se rapporte a la section principale 
tangente ä celte ligne 


3 


33) 


— const. 


Des &quations (32.) et (33.) on conclut les deux suivantes 


(34.) n = const., + —= const. 
La derniere formule exprime ce theoreme de M. 0. Bonnet (J. de l’Ecole 
Polytechnique, 32° cahier p. 143): 

Tout le long d’une ligne de courbure d’une surface du second ordre, 
le rayon de courbure principal correspondant varie proportionnellement au 
cube de lautre rayon principal; et de celui-ci rösulte immediatement l’un de 
ceux qua donnes M. Bertrand (J. de Liouville, tome IX, p. 132): 

Si Ton considere sur une surface du second ordre un rectangle forme 
par quatre lignes de courbure, le produit des quatre rayons de courbure qui 
repondent a deux sommets opposes est egal au produit des quatre rayons qui 
repondent aux deux autres sommets, et de plus on peut avec ces huit rayons 


former deux proportions. 


h . u 
La formule 7 — const. exprime cet aulre theoreme: 


Tout le long d'une ligne de courbure d’une surface du second ordre, 
le rayon de courbure de la section principale normale a cette ligne varie pro- 


portionnellement au parametre h. 
Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 4. 43 
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audi nd ’ » I 
Appliquees au cas particulier des paraboloides, les formules ar = const.. 


! ‚ orır . 
an const. demontrent les deux proprietes suivantes: 





En un point quelconqgue d’une ligne de courbure d’un paraboloide, 
I" /e rayon de courbure de la section principale normale a cette ligne a pour 
projection sur Taxe de la surface une longueur constante; 2° si Fon projette 
sur laxe le rayon de courbure de la section principale tangente a cette ligne. 
quon projette ensuite cette projection sur le rayon de courbure, et enfin cette 
nouvelle projection sur laxe, on obtiendra une longueur constante. 


Caen. 1866. 
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Ueber die Transformation der Abelschen Funcetionen 
erster Ordnung, 


(Von Herrn Königsberger zu Greifswald.) 





8. 1. 


Ds; Transformationsproblem für die Abelschen Functionen erster Ord- 
nung, mit dem ich mich in dieser Abhandlung beschäftige, lautet folgendermassen: 

Alle möglichen Fälle zu finden, in denen man dem System von Dif- 
ferentialgleichungen: 

















de , ds, _ (etiy)dy, r erPay)dy 
"r \yRa) RG)  YRy) YR,(y,) 
a mn _ rind | teen 

YR@) Ro) YA) YA) 


durch ein System von zwei algebraischen Gleichungen zwischen den Variablen 
Lıs #2» Yı» Yo 
2.) Aha, 2»y3p)=d hl 2, 992) =V 

senügen kann, vorausgeselzt dass 

R(xz) = z(1- x) (1—- cr) (1—I’r) (1—m’r), 

R(y) = yA-y)d-Ry)A-Fy)i—uy) 
und ec, /, m, #, 4, u reell und <1 angenommen werden, während «, /, y, 
keiner Beschränkung unterworfen sind; oder anders ausgesprochen: 

Es sind zwei Gleichungssysteme 


QaN dx, dx, x,dr, 























(3. — + = du. e —-+-—- — du; 
YRw) VRR) ” YR@) VR@,) 
und 
(4.) B. PTR. BE vg Ylyı HM _ Au, 
YR(y) VAR m) YRy) YR (@) 


gegeben, es sollen alle möglichen Fälle gefunden werden, in denen zwischen 
du,., du,, du), du, lineare homogene Gleichungen von der Form: 


du, = adu, + Pdu;. 
du, = ydu-+0ddu 


und zugleich zwischen £,. X. Yı, 9. zwei algebraische Gleichungen bestehen. 
43 * 


(5.) 


N I 
ee ee ri en 
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Mit Benutzung der Bezeichnungen von Weierstrass, die ich in diesem Journal 
Bd. 64 genauer erläutert habe, ergeben sich als Lösungen des Systems (4.) 


folgende: 





Tı, , T,.) 


,(#) 
| 


re 





_9, 
=. 


un 








EEE 
u 


Fri er 7} 








— yA4— %) _ dl) 5) we T,, u , Kun 
ZR,) AT) 
V wu’ 


mit #,. % durch die Gleichungen verbunden sind: 














wenn 9,. © 

















7.) Fr = 2K, 0, +2K,.v;. 
Pr %» — RK,0, + RR.0. 
Die Grössen T,,. Tp. 7» Sind. wenn 
2K;, | 
geselzt wird, durch folgende Gleichungen definirt: 
i 8 BEE | 
ai 1 /%Kı, 2K. _1/2%K, 2Kı. |; 
a RR k P27,. 
| | IK. 2K, ” 2iK., 2% 
S.) | I 
| r/ = 1 RK, ik, 1. el, 1 2K,ı %K,ı. 
u 9 Ahr 
 2K,, 2ÜiK., 2K,, 2iK.; 
worin 7. = T,, ist und ausserdem die Relation stattfindet: 
cr u K'.K,— .K. 
(9.) ?ı1)- 722 72.7 = a Me) 





(K, .K;; — Bu) x 


während die X durch die — bestimmt sind: 
































»2 v 
dy zn dy 
er Be me 24 . K zuue 7 R 2 = 
| IR YRy) IR) 
\ i : 
i2 N 42 n Pr 
ii. = Aa ee Ar A, dy 2r 





—= al(u,. %,%, 4, u)ı> 


= al(u,, u, %, h, u);, 
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und 
(11.) iK,,=iK,;» iK,. = iK, tik... 
Aus der Annahme, dass x, 4, u reell und <1 sein sollen, folgt unmittelbar. 


dass die so bestimmten Ku,... Ku, ... sämmtlich reell sind. 
Ebenso ergeben sich für das zweite System 
dx dx, 
VRR)  YR@,) 
x, de, x, dx, 


YR (@,) YR (z,) 





— adu,+ Pdu;, 
(12.) 
= ydu, + ) du; 


die Lösungen: 


VA -2) (+ —2,) ni (0,058, 8,0, ae). 
Tr Tun Tan); 
Tr 
| -, l’m’ 






































(13.) \ = allau, +Pw-+ €, ya + da + A C, l, M)ıs 
Y— Ga) Zi F(O,,05%, 19 %,2, To2); 
/ZRG PACK FL /PELZEIL ZT 
} EPm 


— alla +Pw+8,yw+dw+S, ce, 1, m); 
worin & und & constante Grössen, ferner 
on + Pur + € =— 20,0 + 2030 
(14.) A 
yut+dn+& = 201vı+ 2020, 


und C, ... durch Integrale ähnlich den für das erste System aufgestellten 
bestimmt sind, in denen nur statt x, A, uw die Grössen c, !, m zu setzen sind. 

Die Bedingung dass zwischen z,. &:, %ı, %. zwei algebraische Glei- 
chungen stattfinden sollen, geht, da sich diese Grössen durch 


al(u,,%,%, 4, u), alluıs %,%, 4, u); 
al(ou, + Bu, +8,yu+0dw+L,c,T,m),, allau+Pw+2yu+0dw+[L,c,l,m); 
algebraisch ausdrücken lassen, darin über, dass auch zwischen diesen vier 


Functionen zwei algebraische Gleichungen bestehen, die von der Form sein 
werden: 


(15.) 


F,(al(u,...2...)1, allıı...2...),, allau,...c...),, allauı...ec...);) = 0. 
F,(al(u,...x...)ı, allıı...2... ei a. ic 
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Nun ergeben sich aus den Transformationsformeln des $2. meiner Abhandlung 
(Band 64 dieses Journals) unmittelbar folgende Gleichungen: 


(16.) alu -+2K,%+2%R,;,) = allu,o), alla +2K, a + R2Ky); = 
(17.) alu +2K 2» +2K,); = al(u,@,);, alu +2K,%+ 2Ka); 
)s 


\ 


al(u, Un)3. 
al(u,, %);. 


— al(u,, U); 


N 





(18.) alla +%iK + %ÜK:); = allu,w)i, all +%iK,, %+2ik;, 
(19.) alu +2iK,,%+2iKz); = al(u,%)), alu +2, u+2%iKz); = al(u, , %:); 


Da die Gleichungen (15.) für beliebige «,, « bestehen, so werden wir in 
der Substitution der Perioden ein Mittel haben, um die Werthe der Coefficienten 


a, 9, y, 0 sowie die Relationen zwischen den Periodenintegralen herzuleiten: 


setzt man nämlich in (15.) statt a,, «, der Reihe nach: 

+2, Ku, %+?2m, Rı, 
u+2m K., %+2m, Ra». 
| w-+rRm ihr, %+2mih,;,, 
+2mmihr., + 2m iR... 





(20.) 


so erhält man acht Gleichungen, welche die Relationen zwischen den in ein- 
ander zu transformirenden Systemen liefern werden. 

Aus den beiden algebraischen Gleichungen (2.) folgt nämlich, dass 
einem bestimmten Werthepaare z,. x; im Allgemeinen eine endliche Anzahl 
von Werthepaaren y,, y, entspricht und umgekehrt. Ein bestimmtes Werthe- 
paar von %,, Y, liefert aber ein Werthepaar von: 


al(u,,%;:,%, ...), alt, %,%,...)3, 
also darf diesen Grössen auch nur eine endliche Anzahl von Werthen 


al(au, +Pw-F&,...C,...),» alla + Pu; + &,...C,...); 
entsprechen. Da aber aus jedem der durch die Substitutionen (20.) entstan- 
denen Gleichungssysteme sich unendlich viele Werthepaare ergeben, so 
müssen sich die einzelnen Paare von einer bestimmten Grenze an wiederholen 


und es müssen also die Gleichungen stattfinden: 

(all ea +-Purt+e+2em K,+2Pm,K,,yut+dw+C+2ym, K +2 dm, K,;,c,l,m);= 
all (en +Pw+s+2en, K,+2Pu, Ky,yutdu+ö+2yn, Kt 20 Kane im) 
und ähnlich gestaltete, die sich für die Abelschen Functionen mit dem Index 
I und 3 aus den in (20.) angegebenen Substitutionen ergeben. 


Da nun die Functionen al(w,, «,), nur vier Perioden haben, so könnte 
man aus den Gleichungen (21.) unmittelbar die Relationen herleiten, zu denen 


(21. 
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wir am Ende des folgenden Paragraphen geführt werden; ich ziehe es jedoch 
vor, hier eine rein algebraische Auflösungsmethode zu geben, da dieselbe uns 
einige für die Theorie der 9-Functionen wichtige Formeln liefern wird. Fügen 
wir also zu den Gleichungen (21.) und den dazu gehörigen noch die ähnlich 
gebildeten für die Abelschen Functionen mit dem Index 13 hinzu, was, da die 
Argumente #,, % beliebig sind, erlaubt ist, so würde, wenn: 


ou+ Pu; + rom, Kut2pm, Kate — 20 1dı +20: , 





22. 
a yut da+?2yın, Kut+rdm, Ky+S = 20,9% +203% 
und 
23.) ou +Pwn+ ron Kıt?2pumn Kate = 20,9 +rC.t%. 
up Kı-+t 2du, Ku+& = 20,0, +2C03% 


gesetzt wird, unsere Aufgabe folgendermassen lauten: 
Es sollen die Werthe von v,, v, als Functionen von v,, t, ausgedrückt 
gefunden werden, welche die drei Gleichungen befriedigen: 
90,0) _ On 9 _ PR); 
9,0), 90,0), 


9(v,0,),3 — U (0,,0,)), R 
90,0) 90,0), 








(24.) 








Zur Lösung dieser Aufgabe schicke ich ein System von Additionsformeln 
voraus, das mir für die Behandlung verschiedener Fragen in der Theorie der 
Abelschen Functionen als das bequemste erschienen ist. 


$. 2. 


Indem ich die im $. 3 meiner Abhandlung (Band 64) gebrauchten Be- 
zeichnungen festhalte, setze ich 


also 
e=(13)(13)=5, &e=1, 3 13, 


so dass, wenn d=5 angenommen wird: 


v=5, 1 3 13 ist. 
Die dort aufgestellten Gleichungen werden nun, wenn », = w, = 0 gesetzt und 
040,040), mit P,, Im: —), mit Q,, 9,0). mit p.. 
(0,02). mit q. bezeichnet wird, folgendes System von Additionsformeln 
ergeben: | 
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3.P; 0; = 96 +pıqı + +p5q> 
9.P, 0, = P59% +pi ga +p3gs + pi 4, 
9.Pı Qı = ph +PıS —- Pu +P5 
35.P:; O; = 54 — PR +P3gQa — 1344» 
3.P; 0 = —- PB +Pı9B+P% —Puqi; 
3.PıQı = Ph —-Pıigu—Psgu+Pp% go; 
3.PaQuı = P5 guı — po +P5g94—P% 905 » 





%.Pr0n = -Pm-+piga—- Pat pl, 
\92.Ps0 595 —-Pig94—-P3% + PB u > 


I 


33. Por Oo = — Pat Pi 93+ Ps ge —-P5 
„Pa On zZ P>g2+ Pi: +3 94 + pP > 
3.P305 = -Pis-PiG tdi +P5%> 


%.PuQu = Put Pi —P3gR —PiQ> 
%.P30» = PpstPıa— PR —Prge- 
%.PaQu = — 59a —Pı ga tPps Yıt PR» 
3.P404 = Pipat+piget+pi +Pigu- 

Die drei Gleichungen (24.) werden nun, wie aus der dritten, fünften 
und zwölften der eben aufgestellten Additionsformeln ersichtlich ist, in das 
folgende Gleichungssystem übergehen: 


(I, +01, +0): Im — 01, —B,)ı . 0, 
(26.) (040, +02) Im 0, md = 0, 
Im) > 0, 


oder vielmehr, es werden die gesuchten Werthe von v,, d,, wie aus (22. 





und (23.) hervorgeht, die folgenden drei Gleichungen befriedigen müssen: 
I 0,9), = 0, 
(27.) Im 0: 0) = 0, 
I(0,— 0, 0, —%)ı = 0. 
Es ist also die Frage darauf zurückgeführt, die Werthe von w, und w, zu 
suchen. für welche die drei #-Functionen: 
(01, %)ıs Fl, Wa)s 5 FW, Wa)ız 
zu gleicher Zeit Null werden. 
Zur Lösung dieser Aufgabe schicken wir folgenden Hülfssatz voraus: 
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Wenn e,, e& Werthe der Variablen sind, welche die drei Gleichungen 
befriedigen: 
so müssen nothwendig die Gleichungen bestehen: 


Fu +e,%+ 8), F(u,,u,), Illu, 4 u,+ e), $ 
(Fu + e;u,-+ e,) ) = ee 2), Ger +e, ‚u,+ + e,) 2) = (7. == 


( Fu, +6; U, hai ) ir ( Fu, u, )ı3 )- 
Yu te,w-+e,), (u, u,), 


Zunächst ist unmittelbar ersichtlich, dass wenn 9 (a. %)ı» FW. %)32 9 (2. &) 1; 














für dieselben Werthe von #,, a, verschwinden, nicht auch 9 (a,. ,), für eben 
diese Werthe Null werden kann; denn nach der ersten Formel (25.) ist: 
4. Ute +, In — Ai); = 
(u. 2); (&1,&:)5+ 9 (u1,%)19 (&ı.&)ı 48 (WM) 5) 4 (&1,&)5+9 1,0) 9 (&,&)1335 
wäre nun zu gleicher Zeit: 
I(&,&5 = Ile, &) = Fa, a, = Fee, &)3 = 0, 
so müsste auch (a, +e.%+ &) 4 —&.W—&), =0 sein. was, da w,. 
beliebig sind, unmöglich ist. 
Nun ist nach Formel (4.) (Bd. 64, p. 28 dieses Journals): 
I.9,.3 (te, F+ 959 mer a) = I, &)5F (er, &)2 3 (Ur. U2)5F (Ur. Ur); 
und nach Formel (1.) 
3.4.4 + + I = Fe.) (ee), (U) FU); 
oder durch Division. die erlaubt ist, weil, wie eben bewiesen, $(e,. 6); 
nicht Null ist. 


, 5 » N . ( 
(29.) Fute,nt6&), _ 9% U(e,,e,), = u, 


I aute,wte), 9, %e,e), 
Ebenso folgt aus der elften und ersten Formel (Bd. 64, p. 28 is Journals) 


(u +e,%+6,): En u, Fe, &,)ı2 Fu, by Jia 
lu, +e,u,+e,), 3, e,,e,), se u, )- 


und aus Verbindung von (29.) und (30.): 


Yu t+0,%4+6).: _ 9 Ile,e). Plu,%,) 
Fu +6,46), I, Fe,&%) 3 (u,,U,), 


welche Gleichung, wenn man die Substitution 2 auf sie anwendet (Bd. 64. 
p. 23 dieses Journals), übergeht in: 


39, u te,W4te) _ % He,&). Fu, 














lu, 








(30.) 











(31.) 











bu Fu, +6) w+e,), F, F(e,e,); Er a, 3 
Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 4. 14 
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Nun erhält man aber aus (31.), wenn man in derselben „= —e, = -—e, 


setzt. die Gleichung: 








so dass (32.) übergeht in: 





233 \ ( 3(u+e,%4+6,), )  (ICu,u,), E 
B.. Fu, +e,u,-+6,), Fu), u,), 
Behandelt man ebenso die #-Functionen mit dem Index 23 und 2 durch die 


Substitution 2 und die #-Functionen mit dem Index 01 und 03 durch die 
Substitution Ol, so erhält man die beiden Gleichungen: 








3(u, +e, ‚u, 4 -&), 


34) ( lu, +e,u,—+e,), ) Bei Baer 1) I(u+te,%-+e,),; )= (u, ,u,), 2) 
4) _ — mania D — ee ° 


FU, ,u,), I(u +e,u,-+e,), 3 (u, u,), 


Bevor wir zur Anwendung dieses Satzes gehen, müssen wir die Ent- 
wicklung des zweiten Differentialquotienten des Logarithmus der 9- Function 
in algebraische Functionen der #-Quotienten voranschicken. 

Ich begnüge mich mit der Angabe des Resultats, indem ich nur be- 
merke, dass dasselbe aus der ersten Gleichung (25.) durch Entwicklung beider 
Seiten der Gleichung nach Potenzen von ®,, ®, erhalten wird; die drei Re- 
lationen sind: 





o’log&(u,, u,), 


















































ou, 
| 0°9, 09, \? 09, \° m 5 
ov’ & op, (Sen u),\,1 © (u, “2 + op, Fu, da) 
I, X wu, 7 T\ II), Nu), 
log la: Wr), 
ou, 
fe \ Pr ex a a 
(35.)(9,  /09,\? 89,\? 09,,\2 
er rn a be 2 u. «9 
| 00} Mr or, (2 u,), ı ov, YI (u, “):) f' Od, VIU,%)ı; 
| x ; F, Fu, u, ), vv (U), u,), u, u, u, ), 
o’log #(u,, u,), nr 
ou, .Ou, 
0’, os 08, o#, 04, 0%, 09,; 











00.00, | 


I R, 0 Fu, u, ), 


8) 











on, op, Fu, AN) + op, oo, un) 1 oo, ov, (2m 2 4,); ). 
3 3 (w, ’ u,), 3 J (u, ) u,), 
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Sind nun e,, e& Werthe der Variablen, welche die Gleichungen befriedigen: 
Ye, 8) =0, Ile, a), =0, Fe, &); = 0, 
und setzt man in den Gleichungen (35.) statt w,,. #,+e,, statt u,. + &. SO 


erhält man mit Benutzung des in den Gleichungen (33.), (34.) ausgesprochenen 
Hülfssatzes die Gleichungen: 


9 ( f \ 22 ‚a/ FR, 
| o log 4 (u, re,W%r %); ° log I (u, ,u,), 














du‘ du R 
(36 ) of log (u, + e,,4, 7 e&.); un o’logI (u, , u, ); 
« m R 26 } ! 
t ou, du? 


logdlu +e,%-+6,), o’logY(u,, u,). 
ou,.Ou, ou,.Ou, 








Die Integration dieser Gleichungen liefert die Relation: 
(37.) I (a, + e, - U; - C> 2 eP“ı rguarr I (u, x 7 A 


wo p, g, r Gonstanten sind. 
Seien nun e,. e, zwei andere Werthe, für welche I (u. %)ı. Fu. %);. 
#(&,,%)ı; zu gleicher Zeit verschwinden, so erhält man ebenso: 


38. Iu+te,% +9), = erttetrdlu,, ); 
\Mı s 2) 19 Un, 


u) 


wo, wie leicht zu sehen, zwischen den Grössen p, 9, &. &» P, 9, &ı» & 
die Relation bestehen muss: 


(39.) pa+tge—pe; — ge; — 2sni, 


wenn s eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Durch Substitution der vier 
Werthepaare 0, 1; 1, 0; 7,,, 73,5 7a, 7» ergeben sich für e,. & folgende 
Ausdrücke: 
‚ es = MIMTıT MT, 

(40. ) 

& = Mt NT titan, 

in denen die Grössen m,. M;,, %,. %,. wie man sich durch Einsetzen in die 
zu befriedigenden Gleichungen überzeugt, beliebige ganze Zahlen sind. Es 
sind also die Lösungen der Gleichung (27.) also auch die der Gleichung 
(24.) folgende 


1 —d, = Tut suTıt sets 


v,—h 


I 


"at SsıTats2Ta, 


in denen rs Fi2s Ss So beliebige ganze Zahlen sind. oder nach (22.) 
44 * 
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und (23.): 


(41) \ (m—n,) («K,ı+PR,;,) = Ou(rutSsuTutsRTte)+ On (ri: + ST + 83T). 
\ .) i 2 ; N 
‚a, —ı,) (YKı + OK;,) = C;, Fat Sud + 81272) + C;; (re SuTaı + 8:72). 


Aehnlich liefern die übrigen Systeme (20.) die Gleichungen: 


49.) \ (m:—1,) («Ks F PK) == C, (Taı +s4Tut SaTıa) + C: (ra + $21Taı +$3T2), 
\ = z y \ / \ 
(1,—1N,) (yKı: +0 K.) = Calrat satt 8272)+ Ca(ra+ sata 83,72). 


.r ! ! il ! | ! ! / t ! 
em, —ı) (@K,+ PR,:,) = CulrutsuTutsate)+ Cn(ra + suTa+ 81272), 
) 


43.) 
\ es u, ‚ ! ' / ! i n ' N y 
(an) (yKuı+ IK:ı) = Cru + su1TutsRTta)+ Ca (ra + sta + 81T . 


44, i (m,—n,) (Ki; + PK) = 6 (Fa +sTu+ $2Tj5) +0» (ra + ST + $3Tn), 
De in: —n,) (yKı: + OK:;) = 6, (r2ı + 83,71 + 837,2) +Ca (ra + sata + $yT9), 


wo die r und s beliebige ganze Zahlen sind. 


8. 3. 


Setzt man zur Abkürzung 


(ra tsuTu ts) Mm; Mlretsutatsete) Sm, mM—ı =m. 


S 


l 


Mm;. 


m (rat sat ts 12) — My, Mı (YatsıTatsata) = Ma, M—N; 


m; (Put SsuTutsRTı) — Mıı , m; (ra+tsu1Taı +87) — Mı2> m —ı, = m, . 


m, (rats3Tut sat) == My, m, (rat+Ss1TatsaTta) = Mn, m; _ 4 m; » 


so ergeben die Gleichungen (41.), (42.), (43.), (44.) folgende Resultate: 


3 2 I 
mm, m, mM, — m, m, 


m m, m, ,Mm,, — M,,;M,, 





! 
Tı = . 
PUT — m, ,M,, 


| mm, m. 
12 = f ’ 








mm, MM, Mm, ,M,, 
| ! N 
(46.) BET mm, M,,Mm, —M,,M,; 
\ Tı = ar" | ’ 
m,m, m ,m,, —m,,m,, 
! i ! 
A mm, m,,m, —MmM,,M., 
= ' s 





mm, m,,m,, —m,,m,, 
2 ' ' ' / 
mm, \ M,,m,, —M,,M,, 


mm, MM MM, 








’ 
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e K,,(m ,C, 7 m, 2012) Es K,, (My, C,, + m,,C, 2) 
m, m, (K,,#.,—K,,K,, ) 
B = K, 1 (m, C,+m,0.)— K,,(m, 1 C, e: m, ‚C .) 
(47 mm, (K,,K,,— K.,K,,) | 
pi K,,(m ,C,, + m ,0,,) —K,,(m,, C,, +m,0,) 
m m,(K,,K,,— K,,K,,) Ä 
| N) ah K,,(m,, C,, * m,,0,,) ah K,.(m, ‚©, rm, 0) 
u. — . 
mm, (K,,K,,—K,,K,,) 
endlich 
Nr v—E)M.— (%,— E,)mMm, 
co = mm ( ) ) 0 ( 2 es: 1 FRE 
(48.) MM, — mM, ,M,, 


Pan N Bi N 
| el m, m, dd, —E)M.+ (Ba —E,)M, 


M, Mi — MM, 





wo noch, wenn 


(49.) 


MY: = Or, Mia = Orts MS = N, MıSıa = ta s 





! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ’ 
MT. = Os Mr. = Piss MıSaa = ds MS > Ih 


[P4 


gesetzt werden, die aus der Gleichung 7,, = r,, hervorgehenden Bedingungen 
hinzuzufügen sind: 
| _ (Pu Par— 04201) - 0, z (Oa2 Os — 0,20.) en 0, 


vn ü&= 1,2 
(90.) < (Bar 92 Baı Ga2) =, = (0,1 092 — Goa Ga) =0, 


Ss (Osı Ga — 0,10.) u N, 2 (O2: 02 — 0.2 042) — N, 


a u 
worin » eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. 

Es ist nun noch nachzuweisen, dass die soeben für die algebraische 
Transformation aufgestellten nothwendigen Bedingungen auch die hinreichenden 
sind. Nach Hermite (sur la theorie de la transformation des fonctions Abeliennes. 
comptes rendus, tome XL, annee 1855) ist nämlich, wenn wir: 

= m:M.0, m=M-M.W, 


' m,.m ' m,.m m, .m 
2 1 2 N 1 2 
Tıı — [| _ er bus Tı — 7 — In. Ta — - lt, 


m,.m, m,.m, m,.m, 





setzen, der Quotient: 

NACH TELTER TER TR 

Iwan ae) 
algebraisch durch die 9-Functionen des ursprünglichen Systems ausdrückbar. 
Da nun 





I (mm, @, , MM, @;, MM; , MM tin, Mm; tor), 
eine algebraische Function der 9-Functionen 


I (0,5025 Es bie, b2)a 
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und endlich 





9m, MW, MM; , 


mm, m,m, m, m, 
119 12 9 2) 


mm, mm, “m,m, 
algebraisch durch 

I (MMO, , MMS, MM Ey, Mm Eız, M Ma ta,); 
ausdrückbar ist, wie man leicht einsieht, wenn in die oben aufgestellten Zahlen- 
gleichungen 

On 7 1, O5 = 1, 0» = m, ms . O1 = m, m; 
gesetzt wird. so folgt, dass die aufgestellten Transformationsbedingungen die 
nothwendigen und hinreichenden sind. — 


S. A. 


Nachdem wir bis hierher die Moduln der Abeischen Integrale keiner 
Beschränkung unterworfen haben, machen wir nunmehr die Annahme, von 
der bereits am Anfange dieser Arbeit die Rede war, dass die Moduln des 
ursprünglichen Ka c, {, m sowie die Moduln des transformirten Systems 
z. 4, u reell und <.1 sein sollen. 

Da unter Be Annahme die Perioden K und K’ reell werden, so 
müssen die 7 und 7’ rein imaginaire Grössen sein und man wird. wenn der 
reelle und imaginaire Theil in der ersten der Gleichungen (46.) auf beiden 
Seiten einander gleich gesetzt wird, aus dieser einen Gleichung folgende zwei 
erhalten: 














ci Ge 
"RR x f , f 
61.) m. ®, 102201012 +(0, 103; un ut —T 97, ) > 
(mm, (Q,0,,-0,20,,)%, 14 (0,20,2—0,20,,)7,,+(0,,% —P;| 0,,)%,,+(0,,0 220,10, 2)%5, 
und 
En ..= 
\ mm, 0,30, 170,205, )7, 13 (9,0 0,2032 )7,2+(0, 105, —0,1 0, 1)%, 17 (0,0 22 mL 
ER m, (0, 1022- D2021)101,02,0,,0,, Ey Tan Turku) 


Die ähnlichen Ausdrücke für 7,,, 7a, 7» ergeben sich aus (51.) und (52.). 
wenn man in den Zählern dieser Ausdrücke 1) in den nicht gestrichenen 
Buchstaben für den ersten Index 2 den Index 1 setzt (mit entgegengesetztem 
Zeichen). 2) in den gestrichenen Buchstaben für den ersten Index 1 den 
Index 2 setzt. 3) in den gestrichenen Buchstaben für den ersten Index 1 
den Index 2. in den nicht gestrichenen für den ersten Index 2 den Index 1 
setzt (mil entgegengesetztem Zeichen). 
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Man erhält auf diese Weise 6 Gleichungen zwischen den 6 Grössen 
Ts Tas Top, Tyis Ts Ta, aus denen sich bestimmte Werthe derselben. ausee- 
drückt durch die ganzen Zahlen go und 0, welche nur die Bedingungsgleichungen 
(50.) zu befriedigen haben, ergeben würden. Damit würde jedoch das reelle 
Transformationsproblem, wie wir es uns oben vorgelegt, und in dem zwar e, 
/, m reell und < 1, im Uebrigen aber als beliebig gegeben vorausgesetzt wurden. 
nicht gelöst sein; es ist vielmehr dazu nothwendig, dass, damit sich für 7,.. 
Tj2s Ta keine bestimmten Werthe ergeben, drei dieser 6 Gleichungen identisch 
werden. Es müssen also die drei Gleichungen (51.) und die zwei ähnlich 
gebildeten, oder (52.) und die zwei zugehörigen identisch werden, weil je 
drei immer denselben Nenner haben und 7,,. 75. 7» sich durch diese Glei- 
chungen aus 7,,. 71, 7» bestimmen sollen. 





8. 5. 

Wir ziehen nun den ersten Fall in Betracht, in welchem der Aus- 
druck (51.) und die zwei ähnlichen für 7,,, 7.,, die wir hier jedoch nicht an- 
geben, identisch werden. 

Die nothwendigen Bedingungen dafür sind offenbar folgende : 


'O10Ra—Pa10R = 0, 010 — 040% =, 
I =(, ' EBEN 

3.) | (54.) | | 
je 02 — 02102 = 0, | 0,0% = 0, 
O2 — Pu = 0, 97,02 — 01,02 = Ö, 


02 O1 02 0aı = 0, 
(99.) 02 022 70202 = O1 9a "Pa 1 = 0, 


O1 92 O1 0 = 0. 


Die Untersuchung dieser Gleichungen ergiebt, wenn man darauf achtet, 
dass die drei andern Ausdrücke für 7,,, 7, 7» nicht identisch verschwinden 
sollen, nur die beiden Fälle: 


l 
S 
l 
N 
l 


56.) Heat =m=0 und. 0,= 0% 
oder 


(97.) Pu = Pr = Par = Par = 0 und 0, == 09 =, =(. 
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Im ersten Falle erhält man die Ausdrücke: 





(58.) r .' m, Mm, 90,, T,, + 0,0 12tı2 —O;; Fi PR 
« . 11 ana! ! n 
mM, 0,022 — 9,2 Paı 


und die ähnlich gebildeten für 7», 73,, 7», ferner: 








v.— E&)0,— (9%, —8,)0, 
vo = mm, ( n es \@ 2)0:: ’ 
(59.) nit 
\® . F 
—(U —E (0, — 8, 
vo, = m, Ms rg 0. + \ .)0; ' 
0,,05; zu 7) 0,, 


während die oe und 0’ den Gleichungen genügen müssen: 


012 O1 + 02 O5] — 0, 
ie \ 9,02 Pa In = 0, 
) :.0 | 

O1 91 Tt9aı 01 = NM, 

012 Op + 040» = N, 


woraus leicht folgt, dass die Coefficienten von 75, 7, in den Zählern von 
Tyı» Tas To bis auf das Zeichen einander gleich werden. 
Die Multiplicatoren «, P, y, Öd sind durch die Gleichungen gegeben: 





K,.@1 0114 91.012) Kr, (Qu 014 82012) 
(60. PR 22\Nıı 711 12 12, y 21 C,, v22 442 
' m,m,(K,,K,, ve. K; K,,) e 





und die ähnlich gebildeten, woraus ersichtlich, dass in diesem Falle die Mul- 
tiplicatoren reell sind. 

Im zweiten Falle (57.), erhalten wir für die transformirten Moduln die 
Ausdrücke 


61.) y mm, —0,,0,,%,, 0,2032 AP al UL ZT Te ZULZTLZTRE 0 dns 
\ . 11 


m m, (0,05, 0,205,) (zT 22 u) 





und die ähnlich gebildeten; die Argumente der transformirten #-Functionen 
haben die Form: 


(0, —&,)(0,,%,, 40,37.) — (P, u EICHLER TLITIE 

62.) (0,03; —0,,0,,)(T,,T 22 — 7, ,T,,) 

(Oo. 

, | e — mn — (0, eK te te — Fe ut 
2 — MM, 


: (0,05, — 2751) 


v, = Mm, 








während die Zahlen go’ und o die Gleichungen befriedigen müssen: 
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wu — 0. 


; 011024 031 I = Q, 
(683.) er | 

O1 01 t 9210 = N, 

ORrIe2t0RIR = NM. 


Auch hier sind die Coefficienten von 7,., 7;, bis auf das Zeichen einander gleich. 
Die Multiplicatoren «, 9, y, Ö sind durch die Gleichung bestimmt: 
a = 
64.) k,,((6, ,T,, 0,7,,)0,, 9, ,7,,4 0,,7,)0,,)—K,,((8,, 7, , H0,,7,,)0,, H0,,7,,+0,,7,,)0,,) 
mm, (K,,K,,—K,,K,,) 

und die ähnlichen, woraus hervorgeht, dass in diesem Falle die Multiplicatoren 
rein imaginär sind. Wenn also die Gleichung (51.) und die zwei ähnlich 
gebildeten identisch werden, so finden wir zwei verschiedene Arten von Trans- 
formationen, deren wesentlicher Unterschied darin besteht, dass in dem einen 
Falle die Multiplicatoren reell, im andern rein imaginär sind. 





S. 6. 


Eine genauere Untersuchung erfordert die Annahme, dass die Glei- 
chung (52.) mit ihren zwei ähnlich gebildeten identisch werde, oder dass: 





| 02 910 In = 0, 
(69.) 0% 9% — 0092 + Pa — Pa Tu = 0. 

O1 02 — Pa On =, 

On u — OR = OÖ. 


| 
‚pp ' ı / 4 
(66.) Ak = U, 
011922 — On On = 0, 
| 02 02, 0201 = 0, 
(67.) 02 0% — 020% + Pa aa u = 0, 
| 021 022 — Ozı I =(\, 
012 O1 0x (11 = 0, 
(68.) 012022 — 0% 012 + E21 011 — O1 a = 0. 
2192 — Qua = 0, 
011022 —PıQn = 0, 
9109 — Only =. 


| 
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Aus den beiden ersten Gleichungen von (65.) und (66.) geht hervor, dass 
entweder 0, =0 und 09, =0 oder 0,01 — 0201 = 0 ist. 
ferner aus den beiden letzten Gleichungen von (65.) und (66.), dass 
entweder 0, =0 und 9, =0 oder 9,0% — 040%» = 0 ist. 
Da nun nicht zu gleicher Zeit 9,=0, 0.=0, 01=0, 0: =0 sein kann, weil 
dann der Zähler von r,, in (51.) identisch Null würde, so können, wie aus 
den beiden anderen Bedingungen hervorgeht, in den Nennern der Ausdrücke 
VON Tyrs Top» Ta Micht 7,, und 7, zu gleicher Zeit vorkommen. Es möge 
nun 7,, herausfallen, so dass die Bedingungen gelten: 
VO) HH=d 0 =0, 9102 — 0m =0. 
Die zweiten Gleichungen von (65.) und (66.) gehen dann über in: 
050724 110 = 0, 


92920101 = 0, 
woraus 


entweder 0, =0 und 05 =0 oder 0% 01 —0n0, = Folgt, 
und da die ersten Bedingungen den Zähler von z,, zu Null machen, würden. 


so bleibt nur 


mit anderen Worten, es verschwindet auch 7,, aus dem Nenner von (51.). 
Da nun nach (69.) 
092 010129 = Ö, 
so folgt wieder 
72.) entweder 9» =0 und 0» =0 oder 0,941 — Pu = 0. 
d. h. es fällt entweder 7, oder r,, aus dem Nenner heraus. 
Da aber auch 0,0, — 01205, = 0 sein soll, so ergiebt sich 
73.) entweder 0,=0 und 9, =0 oder 030% — 0» 0%» — 0. 
woraus in Verbindung mit (72.) nothwendig folgt, dass: 
(74.) entweder 0, =09, 0,=0, 
(75.) oder »=0, &a=d. 


Es würden sich also zwei Fälle ergeben, welche durch folgende Bedingungs- 
gleichungen bestimmt sind: 
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Für die erste dieser beiden Annahmen folgt aus (50.): 


HH, HH 0, 


also entweder 
9=0 ode = =d. 


Da aber die letzte Annahme den Zähler in (51.) zu Null machen würde. so 
muss 0,,—=0 sein. Nun ist ferner nach den zweiten Gleichungen (65.) und (66.) 
09202 = 0, 02m =0, 

woraus ähnlich wie oben 0, =0 folgt. 

Benutzen wir endlich die dritten Gleichungen in (65.) und (66.). so 
ergeben sich die Bedingungen: 

911 O%=V, 01101 = 9, 

welche. da 05 =0 und 65 —=0 wegen des Verschwindens des Nenners un- 
statthaft ist, in 0,, = 0 übergehen. 

Genau in derselben Weise würden sich in dem Falle II. noch die Be- 
dingungen hinzufügen lassen: 

00, = U (6 =V0. 

Stellt man die erhaltenen Bedingungen in jedem dieser beiden Fälle für sich 
zusammen, so sieht man. dass sie, da der Zähler von (51.) verschwindet. un- 
vereinbar sind; es ist also unmöglich für den Fall, dass 7,, aus dem Nenner 
herausfällt, die in den Gleichungen (65.) bis (69.) gestellten Bedingungen zu 
befriedigen. Zu demselben Resultate gelangt man auch bei der Annahme. 
dass 7,, aus dem Nenner verschwindet. d. h. dass die Bedingungen gelten: 
Hd, PEı=0, 036, —02%, =0. Nimmt man endlich den letzten noch 
möglichen Fall, dass die beiden Gleichungen stattfinden: 


02 011 02 0a = und 0192 — O2 09% =. 


so gelangt man genau auf demselben Wege zur Ueberzeugung., dass die Be- 
dingungen (64.) bis (69.) nicht befriedigt werden können. 

Es ist somit nachgewiesen, dass die Ausdrücke (52.) und die beiden 
ähnlich gebildeten nicht identisch verschwinden können, ohne auch die Aus- 
drücke (51.) unbestimmt zu machen, ein Resultat. das von dem in der Theorie 
der elliplischen Functionen bestehenden abweicht, für welche Abel bekanntlich 
bewiesen hat, dass sich der den Gleichungen (52.) entsprechende Ausdruck 
identisch Null machen lässt, ohne den der Gleichung (51.) analogen ver- 
schwinden zu lassen, in welchem Falle sich eine Transformation der ellipti- 


schen Functionen mit rein imaginärem Multiplicator ergiebt. 
45 * 
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Es sind also die beiden angegebenen Fälle die einzigen, in welchen eine 


algebraische Transformation existirt, welche ein Abelsches System mit den be- 
liebig gegebenen Grössen ce, /, m, die nur reell und < 1 sein müssen, auf ein 
ähnliches System zurückführt. Sind jedoch nicht drei Gleichungen der Systeme 
51.) und (52.) identisch, sondern eine geringere Anzahl, was natürlich nie 
bei zwei Gleichungen aus verschiedenen Systemen stattfinden kann, so können 
noch andere Transformationen als die oben angegebenen existiren, wobei je- 
doch zu bemerken ist, dass dann das gegebene System kein willkürliches 
mehr ist, sondern die Moduln 7,,. 7, 7» oder auch ce, /, m gewissen Bedin- 
gungen unlerliegen werden. Sind nämlich zwei Gleichungen des Systems (51. 
identisch, so werden die 7 der Bedingung genügen müssen, dass 7.7, —r). 
eine rationale Zahl ist, während, wenn zwei Gleichungen des Systems (52. 
identisch Null werden, eine ganzzahlige Relation unter den 7 des gegebenen 
Systems von der Form Ar,+ Br.-+Cr„=0 bestehen muss; in beiden Fällen 
können noch algebraische Transformationen existiren, die im Allgemeinen com- 
plexe Multiplicatoren liefern werden. Ist nur eine Gleichung der beiden 
Systeme identisch. so wird für das erste System die frühere Bedingung be- 
stehen bleiben, für das zweite noch die Bedingung hinzutreten, dass die Quo- 
tienten der 7 im Allgemeinen rationale Zahlen sein müssen. Bestehen endlich 
alle 6 Gleichungen (51.),. (52.) zu gleicher Zeit, so erhält man für die Mo- 
duln 7,1, 7,» 7%, Zahlenformen, die noch eine unendliche Reihe von Werthen 
für dieselben zulassen, deren Untersuchung jedoch in dem allgemeinen Falle 
der Transformation kein hervorragendes Interesse hat. 


$. 7. 
Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall des allgemeinen Transformations- 
problems. in dem man voraussetzt, dass c, /, m, x, 4, u respective einander 


gleich sein sollen, mit anderen Worten die Lösung der Aufgabe, alle mög- 
lichen Fälle zu finden, in denen das System von Differentialgleichungen: 























de,  ,__de, («+ Py,)dy, (et By,)dy, 

Ze TI = Te ya 
ne) | Re) VR@) VA) YRQy,) 
ee 2 SEE 9yı9ay, | rt )dt, 


YR@)  YR@,) YR(y,) YR(y,) 
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algebraisch integrirbar ist, wenn 


R(x) = z(1—-r)(1—-.c'zr) (1— x) (1—m’r). 





und c, /, m reell und <1 sind. Es ist dies der Fall der Multiplication. 

Was vor allen Dingen die für die Multiplication nothwendigen Bedin- 
gungen betrifft, so sieht man leicht, dass die Gleichungen (41.) bis (44.) be- 
stehen bleiben, mit der einen Veränderung, dass wegen der Gleichheit der e, /, m. 
und #, 4, « an Stelle der X und K’ die © und C’ gesetzt werden. Es werden 
also mit dieser Veränderung auch die Ausdrücke für die Multiplicatoren «, 7. 
y, 0 (47.), so wie die Werthe der neuen Argumente der 9-Functionen (48. 
dieselben bleiben, während mit Beibehaltung der oben definirten Zahlen m, n 
die Gleichungen (46.),. in denen 7, = 7, Tn=Tj, Ta=17T» zu selzen ist. 
durch Zerlegung in den reellen und imaginären Theil die folgenden Relationen 
zwischen 7,1. Tja, Ta» liefern: 




















.. = 
m, m, 0,1027 02,0, 2+ 110227 0,,0, 12, IE, 1%, — T, ,T,,) 
(77.) m, m, (0,6 ıı Qi 0,,)%,,7 (9,,0 12 2: ee (g,,0 2ı ®;; 0,,)%,,4 (9,6 22° -0,, 0 12/852 
u > 
' vr ı(g' AN 
mm, (0,20, 101505, )T 117 (@ 6, u; 0,,)7,2+(Q,,0 21 0,10, ,)%,,- N ATLITEESTLIRPALT 
m,M, (9,102: Er (0,05; 6,; 0, (8,1%: -T, ,T,,) 


und die ähnlich gebildeten für 7... 731, 7. Welche man durch Vertauschung 
der Indices in den o, o, 0’ 0’ auf die am Ende des $. 4 angegebene Weise 
erhält. Die oben in den Gleichungen (50.) gefundenen Bedingungen endlich 
müssen fürs Erste durch folgende zwei Gleichungen ersetzt werden, welche 
man durch die Relation 7, = r,, und Absonderung des reellen und imaginären 
Theils erhält: 


OP —P 192 +09 021024 (1a — 01924 9210%—-02,0%) (7 —Tpty,)=U, 
. f Br 2er \ 
nd ih a a En 
ef N ! = 
+ (O1 Put Ya 02,051) )Tat+(O192—0u19Rt+ 02103 — 03,022, )in=U. 


3) ) 
ri 


Soll nun die Multiplication für beliebig gewählte e, /, m also auch ,,, 7... 
7, stattfinden, nur mit der Beschränkung, dass ce, /, m reell und <1 sind, 
so müsen die 6 Gleichungen, welche durch (77.) und die 4 ähnlich gebildeten 
dargestellt werden, identisch sein, in welchem Falle die folgenden Bedin- 
gungen erfüllt sein müssen: 
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0102 — Pr10r = (0, 91,9 — 0,02 = 0, 
102 —Pu0n = 0, 01,02 — 010% = 0, 
020% — 02102 = 0, 05 09 — 0,0% —= 0, 
79.) | 102 — 010% = 0, 9,09. — 010% = 0), 


032 01 — On 91 = 0, 


l u 
2 012 012 022 T O1 021 — Oaı On = 0. 


11022 — 021 0 = 0, 


> 


9102 — 0102 =, On 91-010, 
011 912 — 11012 = 0, 02 O2, — 09 02, = 0, 
O3, I32 — 031 0a = 0. 02 O3, . 0% O1, >= 0. 





Ä | 
S0.) 02 52 — OR I2+ Qu 9a — Par (u =O. 


I 


m, m; (05 01 — 0% 0) — MM; (0,105 — 010; 0. 
1 Er 23 J 11 v12\Y21 , 


mn (O12 912 — O1 9124 Qu 91 — Pu Fu) — Mm: (O9 — 0RQa) = 0. 
m, My (O2 O2 — 023 092 + E21 9a — 021 9,) — MM; (O1102 —01R2Paı) = 0, 
mM; (O1 923 — Oaı 012) — MM; (01102 — 0101) = 0. 


019209 0% O2 O5, 011 — Qıı Oaı = 0, 


(81.) 0,10 — 0550 — 0. 
Da die Gleichungen (79.) mit den (53.),. (54.), (95.) übereinstimmen und die 
Bedingung, dass 

01922 012021» O11 922 — 013 951 
nicht zu gleicher Zeit verschwinden, auch hier aufrecht zu erhalten ist, da 
sonst. wie nicht schwierig zu sehen ist, 

0, = On = 0, = (9= Oj1 = 057 0a >= 0% = 0 
folgen würde, so bleiben auch die oben erhaltenen Lösungen für unseren Fall 
bestehen: 
82.) entweder O1 ga 0% 2 031 zZ 0% — 0, Öj = 019 2 Os] =— O0 _— 0. 


I ı 


83.) oder em -pr=an- I Mm n=m-— 
Da nun ausserdem die Gleichungen (78.), weil die 7,,, 7, 7 beliebig sein 
sollen. in die für die Transformation nothwendigen Bedingungen (50.) über- 
gehen, so sind diese beiden Fälle der Multiplication in den Transformations- 


arten des $. 5 enthalten. und wenn wir noch die obigen Bedingungen mit den 
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dort gegebenen Ausdrücken werden vereinigen können, so wird die 
braische Lösbarkeit des Multiplicationsproblems erwiesen sein. 

Für die durch die Gleichungen (82.) ausgedrückten Bedingungen 
(80.). (81.) über in: 


Oaı = 0, 02 O=0, 
02091 = 0, 02102 = 0, 
01020, 020921 = 0. 


woraus folgt, dass, damit in (59%.) » nicht Null wird. 

















(84.) Pr — 0, O2 = 0, On -_ 0, O3, =. 
Ausserdem liefern die noch übrigen Gleichungen (80.) die Bestimmunge 
” m, m‘, r m, m, 
v s — 99 
s 4” mm, On: To mm, 922 
(85.) . ne 
Mm, 5 m, 
= mm, Pur» *  m,m, O2. 
also 
Pu = 025 O1 = 0, 
m, m‘ 
0 — I 2 
” mm‘ 


Da nun nach Gleichung (59°.): 
O1 0ı = N 
ist. wo » eine ganze Zahl, so erhält man: 


/ 
4/ nm, m 


Qu = 


mm, 


nm,m 
es muss also der Zahlenausdruck - 


1 2 


011, so folgt ebenso, dass die Grösse 


! ! ! 
mm, nm, m 





Da nun 0, = 
mm, 


einer ganzen Zahl ist. 
Bedingungen zusammen, so findet man aus (58.): 


ae 


! 
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alge- 


gehen 


N: 


das Quadrat einer ganzen Zahl sein. 


> das Quadrat 


Stellt man diese für die Multiplication nothwendigen 


mm, 0,, 
m Cr 71, = Im 
mm, 0,, 
mm, 0,, 
Ton Tr =T 
"Ti 9 aa 
! m, m, den 
U 59 925 Ta = 72; 
mm, 0:2 
sieht also, dass die nothwendigen Bedingungen auch die hinreichenden sind. 
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Was die Bestimmung der Werthe der Multiplicatoren «, , y, d in 
diesem Falle betrifft, so ergeben die Formeln (60.) und die drei ähnlich ge- 
bildeten: 





a AL. P=0, v=ßQ, = un 














- 
m,m, m,m, 
oder da 
/nm,m, 0, / n k 

O1 == / ' — also Tr \ = rg “ 

N mm, mm, m,m,m,m, m,m, 
wenn 

nm, m, 
mm, 


oesetzi wird. die Werthe: 


k 
0 = -. 
m, m, 


k 
/ . 
m m, 








BP=M, =D #= 


wobei hervorzuheben ist, dass & und d einander gleich und rationale Zahlen sind. 
Wir haben nun noch den zweiten Fall zu untersuchen, in welchem die 
(sleichungen gelten: 


/ ! ! n 
In =0fRr =fan= nr =, HH end= gg =m—(, 


und der. wie wir wissen, eine algebraische Transformation für beliebig an- 
genommene ec, /, m (reell und <1) mit imaginären Multiplicatoren lieferte. 
Man überzeugt sich jedoch leicht, dass hier die für die Multiplication noth- 
wendigen Bedingungsgleichungen (80.), (81.) nicht erfüllt werden können. 
Man erhält nämlich mit Benutzung von (63.): 


Hum=l, Hm=t rt, 
02910, 0202 = 0, 909% = 0, 
9192 = 0, 0 01 = 0, 

welche den letzten beiden Gleichungen von (63.) widersprechen. 

Von den beiden möglichen Fällen liefert also nur der erste für be- 
liebige ec, /, m eine Lösung des Multiplicationsproblems und wir gelangen so- 
mit zu einem dem Abeischen Satze in der Theorie der elliptischen Trans- 
cendenten analogen Theorem: 

Das System von Differentialgleichungen: 
| _ de, _ (e+Py)dy, A (@ + Py,)dy, 

YR@) YR@)  YRCy) YRoy) 
zdr , dr _ Freddy, , Art )dy, 
YR(a)  YR(,) YR(y) —— YRCH) 


de, 
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in welchem 

R(z) = z(l1-a)1—- er) 1—Ux)(1—m’r). 
und die Grössen e, /, m reell. <1, aber sonst beliebig vorausgeselzt werden, 
ist dann und nur dann algebraisch lösbar, wenn 5 und y=0, «= ralionale 
Zahlen sind. oder wenn das System die Gestalt annimmt: 


rc (— WM }; 




















YR(@)  VR@,) YRCy)  YR@) 

zde 5, nd ydayı , du, \ 
g ie — u } N T— TTTT——— = . 

\Rie,) YR(«,) YR(y,) YR(y,) 


Wenn jedoch die Moduln 7,,, 7. 7, gewissen Bedingungen genügen. 
so ist nicht nur eine solche reelle und rationale Multiplication möglich, sondern 
es kann dann auch eine complexe Multiplication stattfinden. Wir behalten uns 
eine genaue Untersuchung der verschiedenen Fälle, in denen nicht alle sechs 
(Gleichungen (77.) identisch werden, für eine andere Gelegenheit vor und 
wollen hier nur noch mit wenigen Worten den Fall berühren, der uns zwar 
eine allgemeine Transformation mit rein imaginären Multiplicatoren lieferte. 
die Bedingungen der Multiplication jedoch für beliebige 7,,. 7. 7» nicht be- 
friedigen konnte. Die für diesen Fall gültigen Gleichungen: 

O1 = 012 — Pa = Oma = O1 = O2 = O;, = O3 = 


\ 


machen die erste der Gleichungen (77.) und die beiden zugehörigen für r,.. 
7, identisch, und es werden also die zweite der Gleichungen (77.) und die 
analogen die Bedingungen liefern, denen die 7,,. 75. 7, genügen müssen. 
damit die Transformation in eine Multiplication übergeht. 

Nun gelten für die Transformation eines Abelschen Systems mit reellen 
Moduln in ein eben solches ausser den oben angegebenen Ausdrücken (51. 
und (52.) noch die beiden folgenden: 


Tı-Ta—Tp.Tı = 








2 I ! ! ' ! ! ! ! N " 
(a m (r1Qaa— 021012) (0,1922 — 9219,31 E 1 an Tot) 
mm, (0,1 032 0; O2 ) ei: (9, 0,5 —060,, 0,2 ICH T,, Br‘ Zr T,, / 


%ı.Tn2 —Tn.Tı = 








2 ! ! \ 2 ! ! ! 4 ! ! ax ! 1 P ! ' \ ef ! Br / / \ 
(Zi (0,6, , 0,,0,,)7,, (0, ,0,2+0, 101: 0,2055 0,10, 1)U,2 710, 1,05; 0,,0,2)755 
mm, (0, 01 O9) Eu + (92 Qan +92 Pr Bra Isa O1 Or )Tır} EM T,, 


und man sieht leicht, dass in dem hier betrachteten Falle sich die Grösse 
71,75, — 77275, als Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl darstellt. Betrachtet 
Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 4. 16 
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man ferner die drei Gleichungen 61.). denen die 7 genügen müssen. und 


nn } m.m, ne, \ 
denkt sich für 7,7, —17,T;,; seinen Werth = —-—-.y Yııla2 TO12P:1 einge- 
m, Mm. 0,0, — 0,,0,, ' 


setzt. so erkennt man leicht, dass. weil sich die ganzzahligen Werthe der o' 
und o so wählen lassen, dass den in den Gleichungen (63. ausgesprochenen 
Bedingungen Genüge geschieht, sich für die Quotienten der 7 Zahlen von der 
Form k+y%’ ergeben, wo k und 4 rationale Zahlen sind. woraus wiederum 
die 7 selbst als Zahlen von der Gestalt jm+-ym’ hervorgehen. in denen m 
und =» rationale Zahlen bedeuten. Ich füge noch die Bemerkung hinzu. dass 
die Multiplicatoren in diesem Falle rein imaginär sind, und wir also auf diese 
Weise einen Fall der rein imaginären Multiplication erhalten haben. in welchen: 


die Zahlen 7 von der Form ym-+ ym’ gefunden wurden. 


Greifswald. 1865. 




















Die Geometrie auf den Flächen dritter Ordnung. 


(Von Herrn A. Clebsch zu (ressen.) 


Sg. 1. 
Abbildung der Fläche dritter Ordnung auf der Ebene. 

D:. bekannte Thatsache. dass die allgemeinste Fläche dritter Ord- 
nung der Ort des Durchschnitts dreier projeclivischen Ebenenbündel isı*). führ! 
auf eine Abbildung der Flächen dritter Ordnung auf einer Ebene. welche 
Herrn Chasles’ Abbildung des Hvperboloids ganz analog ist. Sind #. A, u 
Parameter. a. a’, @'. b, ... lineare Ausdrücke in den Raumcoordinaten r,. 


2. 2,. ,. so sind die Gleichungen allgemeiner projectivischer Ebenenbündel: 


za +/.b +uc —=VÖ. 
I. za +ıib +ud —= LO. 
za + 4b" - uc" — ). 


Kliminirt man hieraus 2, A, «, so erhält man die Gleichung der Fläche dritter 
Ordnung: 

Z+abe" = 0: 
man kann aber statt dessen aus den Gleichungen (1.) die Verhältnisse der .r 
als Funetionen von 2%, 4, « ausdrücken. und findet 


5) \ 0x, = fı(%, 4, u). 02, = fr(#, 4, U). 


\w. 


! 0 = f(%, 4, u), 02, = fa(%, 4, U), 
wo o ein unbestimmter Factor ist. und die Functionen f homogene Functionen 
dritter Ordnung sind. Betrachten wir nun 2%, A, « als Coordinaten eines 
Punktes einer Ebene. so entspricht jedem Punkte der Ebene ein Punkt des 
Raums und umgekehrt; und zwar tritt letzteres ausnahmslos ein, während für 
ersteres einzelne Ausnahmen stattfinden. In der That nämlich geben die Glei- 
chungen (1.) nur dann bestimmte Verhältnisse der x. wenn von denselben 





nicht eine eine Folge der anderen wird. Setzen wir 
a = 4%. + m +07, 74,T, 


und ähnlich bei den anderen linearen Ausdrücken. so werden die Gleichun- 


*) Vgl. hierüber Schröter, Bd. 62, p. 265 dieses ‚Journals. 
46 * 
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sen (1.) nach den .r geordnet: 


Erf. 2 » 2.0. 

=(za, +4b, +uc)z; =, 
(za, +4b,+ue,)x,; = 0, 
> (za, + ,b, + uc, ) ze; == 


und für diese Ausnahmswerthe von £, A, u. für welche keine bestimmten 
Werthe der x erhalten werden, müssen die aus dem unvollständigem System 
za, +4b, +uc, 2m +k» +uoG za, +ıb, +uc;, za, 4b, + ue, | 


- ’ . ! ' ' . e ! / f] F n N 
za, +4b, +uc, 29 +4 +uo za, +4b, +uc;, za, +kb, +uec, 





za +hb, +uc, 2m +4b, us za, +4b, +uc, za, +ib, + ue, 
sebildeten Unterdeterminanten gleichzeitig verschwinden. Diese sind nichts 
anderes als die Funetionen f, selbst; es müssen also für solche Werthe die 
(leichungen 
h=0%. =, =, =0 
zusammenbestehen. Nun schneiden sich die Curven fi =0, £ =Ö in neun 
Punkten 2, 4, «, und für dieselben ist, da die Funclionen f, statt der x in 


I.) geselzl. diese Gleichungen identisch erfüllen: 


za, + 4b; + uc, )f + (za, +4b, +uc,)fi = Ö, 
za, +zb; +ue )fs + (za, +4b, +ue,)fi = 0, 
74a; zb, +us)f E } (za, +4b, +uc, fi =. 


Es ist also enlweder auch  =0, f, = 0, oder 
aß+af bhrbf oh th 
= ah taf bh +tbif 3h+cf 
| Ad; fi 7 a, fi b; f; + b; f, C, f; + C, fı 





Die Gleichung ist eubisch für n, und giebt also drei Schnitipunkte von fi=0. 
4 

f; = 0. für welche nicht auch =0, fx=0, während für die übrigen sechs 

Schnittpunkte alle Funetionen f gleichzeitig verschwinden. 

Die hier zu betrachtenden Functionen f sind also dadurch charakterisirt. 
dass die Curven fi =V sechs Schnittpunkte gemeinsam haben. Ich werde 
zeigen. dass diese Bedingung hinreicht, um auf die Gleichungen (1.) immer 
zurückzuführen. Man kann, wenn eine Gerade 

A, = za +4b,+ uc, =O 


gegeben ist, immer drei andere Geraden, und zwar nur auf eine Art, so be- 
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stimmen. dass 
(8.) Afı + Ah+Af- A;f: - V. 


Die beiden Curven vierter Ordnung nämlich: 
Ayfı rn 0, Af+ A;f; nz A;f, 2 Ö, 

von denen die erste vollständig gegeben ist, haben erstlich die sechs Punkte 
semein, in Welchen die vier Curven f; sich schneiden. Die zweite Curve 
aber enthält noch acht Constanten,. die man so bestimmen kann. dass beide 
Curven acht beliebig gewählte weitere Punkte gemein haben. Beide Curven 
haben also vierzehn Punkte gemein, und müssen daher ganz übereinstimmen. 
Die Funetionen A sind dadurch bis auf einen Faclor bestimmt, und dieser 
endlich lässt sich so einrichten, dass die Gleichung (3.) eine identische wird. 

Nimmt man zwei andere Gerade B,=0. C,=0,. so kann man zwei 
ähnliche Identitäten aufstellen: 

nn JBhtBh+Bf+Bf = 0, 

NO +ER+GAh+Oh = 0. 
Jede vierte Gleichung analoger Natur muss sich aus diesen zusammenselzen. 
da jede vierte Gerade sich aus A,. B,. C, linear zusammensetzt. Schreibt 
man aber in (3.). (4.) wieder x; statt f;. so hat man die Gleichungen (1. 
wiederum vor sich. 

Jedem Punkt der Ebene entspricht also im Allgemeinen ein Punkt der 
Fläche und umgekehrt; ausgenommen sind davon nur sechs Punkte der Ebene. 
denen nicht Punkte der Fläche entsprechen, sondern Gerade, indem für die 
entsprechenden Werthe z%, A, « sich die Gleichungen (1.) auf nur zwei 
reduciren. 

Die sechs Geraden der Fläche, welche hier fundamental auftreten, (die- 
selben, welche Herr Schröter 1. ec. zunächst nachweist) bilden die eine Hälfte einer 
Schläjflischen Doppelsechs; und da jede Abbildung der Fläche nach dem hier 
angegebenen Prineip auf ein solches System von Geraden basirt, so giebt es 
im Ganzen 72 verschiedene Arten die Fläche so abzubilden, deren zwei con- 
jugirt sind, indem ihre Fundamentalgeraden zusammen eine Doppelsechs bilden. 


Gegenseitiges Entsprechen von ebenen Curven und Raumeurven. 


Untersuchen wir nun die ebenen Curven, welche gegebenen Raum- 


curven entsprechen, und umgekehrt. 


| 
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Der vollständige Durchschnitt der Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fläche »'" Ordnung ist eine Raumeurve 32” Ordnung. Da wir nun durch die 
(1leichungen 2.) die Fläche dritter Ordnung ersetzen, so erhalten wir. wenn 


=D 


die Gleichung der Fläche »"" Ordnung ist. die Punkte der Schnitteurve, sobald 
wir in g für die x die Funclionen f einsetzen. Die Gleichung g=0 geht 


dadurch in die Gleichung der der Raumeurve entsprechenden ebenen Curve über: 


les) = 0, 


4 


welche ebenfalls von der 3»"” Ordnung ist. Die sechs Werthsysteme, für 
welche alle f verschwinden, machen g zu Null in der n"" Ordnung: die 
sechs Fundamentalpunkte der Ebene sind also »fache Punkte der Ebene. den 
» Punkten entsprechend, in denen die Fläche x =0 von der betreffenden 
"undamentalgeraden getroffen wird. Man hat also den Satz: 

Die Abbildung des Durchschnitts der Fläche dritier Ordnung mit einer 
Fläche n Ordnung ist eine Curve In” Ordnung, welche in jedem der sechs 
Fundamentalpunkte einen nfachen Punkt besitzt. 

So entspricht also dem ebenen Schnitt der Fläche dritter Ordnung eine 
Curve dritter Ordnung, welche durch die sechs Fundamentalpunkte geht; dem 
Schnitt der Fläche mit einer Fläche zweiter Ordnung eine Curve sechster 
Ordnung. welche die sechs Punkte zu Doppelpunkten hat. dem Schnitt der 
Fläche mit einer anderen Fläche dritter Ordnung eine Curve neunier Ordnung. 
welche die sechs Punkte zu dreifachen Punkten hat, u. s. w. 

Untersuchen wir nun aber, welche Raumeurve einer beliebigen Curve 
»' Ordnung in der Ebene entspricht. Diese Curve der Ebene mag ausser- 
halb der sechs Fundamentalpunkte d Doppelpunkte und r Rückkehrpunkte be- 
sitzen; die sechs Punkte selbst seien bezüglich &,. &. ... e,fache Punkte der 
ebenen Curve: wobei nur der Einfachheit wegen vorausgesetzt werden mag. 
dass die Tangenten der Zweige eines solchen vielfachen Punktes sämmtlich 
verschieden. seien. 

Die Ordnung N der entsprechenden Raumeurve ist die Zahl ihrer 
Durchschnittspunkte mit einer Ebene. oder mit der ebenen Curve dritter Ord- 
nung. in welcher eine Ebene die Fläche dritter Ordnung schneidet. Diesen 
entsprechen die Schnittpunkte ihres Bildes mit einer durch die sechs Fun- 
damentalpunkte gehenden Curve dritter Ordnung; aber dabei sind die Schnitt- 
punkte auszuschliessen. welche in die sechs Punkte selbst fallen. da diese 
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keine Schnitipunkte anzeigen. sondern sich nur auf die Begegnung der beiden 
Raumeurven mit den sechs Fundamentalgeraden beziehen. 

Die Anzahl sämmtlicher Schnittpunkte der beiden ebenen Curven is! 
3n: daher nach Abzug der in die sechs Punkte fallenden Schnittpunkte: 


d.) N = I3n—-Za.. 


Die Anzahl von Tangentenebenen, welche von einer Geraden im Raum 
an die Curve geführt werden können (Rang R). kann man auf foleende Weise 
bestimmen. Denken wir uns eine beliebige Gerade, welche die Fläche dritter 
Ordnung in drei Punkten schneidet. Das durch sie gelegte Ebenenbüschel 
schneidet die Fläche in Curven dritter Ordnung, welche jene drei Punkte 
gemeinsam haben. Diesem System entspricht in der Ebene ein Büschel von 
Curven dritter Ordnung. welche ausser den sechs Fundamentalpunkten noch 
drei andere Punkte gemeinsam haben. Die Frage nach der Anzahl von 
Ebenen des Büschels,. welche die Raumcurve berühren. kommt also zurück 
auf die Frage nach der Anzahl von Curven des ebenen Büschels,. welche die 
segebene Curve x Ordnung berühren. Sind also. um diese Zahl zu be- 
stimmen, @= 0, v?—=0 zwei Gurven des Büschels, also 

a+4v —= 0 

ein Büschel von Curven dritter Ordnung, welcher durch die sechs Fundamental- 
punkte geht, so kommt es darauf an, die Zahl der Werthe von 4 zu finden. 
für welche die Curven «+40 =0, f=0 einander berühren. Nun liegen (vgl. 
Bd. 64. p. 215folgg. dieses Journals) die Berührungspunkte dann im Durch- 
schnitt von f=0 mit der Jacobischen Curve von a, e, f, und die Anzahl 
möglicher Berührungspunkte wäre demnach »(»+3). Aber man beweist ähn- 
lich. wie dies a. a. 0. für gemeinsame Doppelpunkte beider Curven ge- 
schehen ist, den Satz: 

Sind u=0, e=0 zwei Curven gleicher Ordnung, und ist O=V die 
Jacobische Curve von u=0, e=0, f=0: gehen endlich u=V. v— 0 
durch einen rfachen Punkt von f=0O, so hat auch O—=0 daselbst einen 
rfachen Punkt, und die r Tangenten von 9 =0 fallen mit den r Tan- 
genten von f=V einzeln zusammen. 

Mithin absorbirt jeder rfache Punkt von f=0 r(r+1) Schnittpunkte 
von f=0, 9=0, weil jeder der r Zweige von © die r Zweige von f 
schneidet und einen derselben berührt. Die von den sechs Fundamental- 
punkten herrührende Erniedrigung der obigen Zahl ist daher Fa, (a, +1). 
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Nehmen wir hinzu, dass wie bei dem Tangentenproblem jede durch 
einen weitern Doppelpunkt gelegte Curve des Büschels als eine doppelte. 
jede durch einen Rückkehrpunkt gelegte als dreifache uneigentliche Lösung 
des Problems anzusehen ist, so findet man: 

6.) R= n(n+3)—-2d—Ir— Za,(e,+1). 
Als dritte Bestimmung kann man den Umstand benutzen, dass die Klassenzahl 
p der zugehörigen Abelschen Functionen für die ebene und für die Raum- 
curve den gleichen Werth hat. Diese Zahl ist, ausgedrückt durch die Sin- 
oularitäten der ebenen Curve: 


n—1.n—2 


p = 5 —d-—r. 





Mit Hülfe von Salmons Gleichungen (Geometry of three dimensions p. 236. 
237) und der Gleichungen, welche ich Bd. 64 dieses Journals p. 99 gegeben 
habe. findet man folgende weitere Bestimmungen: 

Die Zahl der Schmiegungsebenen, welche von einem Punkt des 
Raumes an die Raumceurve gezogen werden können, (Klasse der Raumeurve): 
X.) K= 3n"’—6d—Sr—IFa;. 

Die Anzahl von Punkten der Raumecurve. in welchen vier nächste Tangenten- 
ebenen sich treffen, (stationäre Punkte): 

8) B=® 
Die Anzahl der Wendungsberührebenen: 


9.) A= bnaln—1)—12d—19r — 280,3, —1). 


| 
Die übrigen Singnlaritäten setzt man nach Salmons Gleichungen mit Hülfe 
dieser leicht zusammen; sie nehmen weniger einfache Ausdrücke an. 

Aus den Gleichungen (5.) — (9.) kann man nun auch umgekehrt, wenn 
die Zahlen X, AR, BD und die « bekannt sind. die Singularitäten der ebenen 
Curve bestimmen. Insbesondere findet man: 

N-+2o; 


2) u) 


oO 





fr = 


woraus der Salz folgt: 

Jede auf der Fläche dritter Ordnung liegende Raumcurve schneidet 
jede Hälfte einer Doppelsechs so, dass die Zahl dieser Schnittpunkte, um die 
Ordnung der Curve vermehrt, durch 3 theilbar ist. 

Wenn man in den obigen Formeln 3» statt » und alle « gleich 
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setzt. so findet man 

N = Sn, 

R = 3n(n+1)—-2d—-3r. 

K = In’ -6d— Br, 

A 62 (3n — 1) — 12d— 1är, 
Formeln, wie sie für den Durchschnitisder Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fläche »'” Ordnung gelten. Man wird hieraus auf die Vermuthung geführ! 
dass jede ebene Curve 3» Ordnung mit einem »fachen Punkt in jedem der 
6 Fundamentalpunkte dem Durchschnitt einer Fläche »'" Ordnung mit der Fläche 
dritter Ordnung entspricht. In der That lässt sich der oben (p. 362) ausge- 
sprochene Satz umkehren. Denken wir uns nämlich eine ebene Curve 3n"" 
Ordnung mit einem »fachen Punkte in jedem der 6 Fundamentalpunkte, so 


hängt dieselbe noch von 


3n.3n +3 6 n.n +1 3 n.n-+1 
————— 0) — m) . 
2 2 2 


Constanten ab. Ebensoviele enthält die allgemeinste Durchschnitiseurve der 
Fläche dritter Ordnung mit einer Fläche »"“ Ordnung. Denn ist F=0 die 
Fläche »“',. f=0 die Fläche dritter Ordnung. M ein Factor der na —3"" Ord- 
nung (2 — 3). so kann man bei der Betrachtung der Schnilteurve F=0 er- 


setzen durch 
F+NMf = 0, 
und M so bestimmen, dass nur 





n+1.n+2.n-+3 n.n—1.n—?2 3 n.n-1 


6 6 2 











x ie ü r an.n-i 
Constante übrig bleiben. Man kann sonach durch irgend welche 3 —-, 


Punkte der Fläche dritter Ordnung. welche eben so viel Punkten der ebenen 


ter 


Curve entsprechen und sie vollständig bestimmen, eine Fläche »'" Ordnung 


legen, deren Durchschnitiseurve mit der gegebenen Fläche dann vollkommen 


u 


ter 


bestimmt ist. Dieser Schnitteurve entspricht eine Curve 32” Ordnung in 


14 
AR — 
2 

ganz mit ihr zusammenfällt. Daher entspricht wirklich jeder solchen ebenen 


4 j - nn. i 
der Ebene, welche mit der ersten jene 3 — Punkte gemein hat. also 
Curve eine Raumcurve, welche ein vollständiger Durchschnitt ist. Zwar wurde 
oben n — 3 vorausgesetzt; indessen lehrt eine einfache Zählung. dass die 


og n.n-+1 
Zahl we auf welche hier alles ankommt, auch bei »=1. »—=2 noch 


die richtige bleibt. 
Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 4. 47 
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Aus dem vorigen folgt, dass man jede ebene Curve zu einer solchen 
ergänzen kann. welche einem vollständigen Durchschnitt entpricht. indem man 
nur eine Curve »"" Ordnung hinzufügt, welche die sechs Fundamentalpunkte 
beziehungsweise zu ın+n»—o, fachen Punkten hat. Denn beide Curven zu- 
sammen bilden dann eine Curve \2+x)'" Ordnung, welche die Fundamental- 


punkte zu n--n fachen Punkten hat. 


$. 9. 
Specielle Curven. (rerade und Kegelschnitte. 

Untersuchen wir jetzt einige der einfachsten Gurven der Ebene und 
der Fläche. Ausser den 6 Geraden welche in die Fundamentalpunkte über- 
oeoangen sind. enthält die Fläche noch 21 andre. Von diesen haben 6 die 
KEivenschaft,. dass jede 5 der ersteren trifft; diese 6 mit den ersten zusammen 
bilden eine Schläfflische Doppelsechs. Man erhält die Abbildungen derselben, 
wenn man die sechs Kegelschnitte legt. deren jeder 5 der 6 Fundamental- 
punkte enthält (welche im Allgemeinen nie in einem Kegelschnitte liegen ). 
Denn für einem solchen Kegelschnitt sind alle « gleich 1. bis auf eines, wel- 
ches Null ist. und man hat also 

N=3.2—-5=1, 
d. h. die entsprechenden Raumeurven sind Gerade. 

Die übrigen 15 Geraden entsprechen den 15 Geraden, welche die 6 
Fundamentalpunkte paarweise verbinden. Denn für eine solche Gerade ist 


zwei Grössen «@ sind 1 und die übrigen verschwinden. Daher 


N=9.1—-2=1, 


n i; 


wie es sein muss. 

Die Combinationen dieser 27 Geraden, welche Dreiecke etc. bilden. 
findet man in der angeführten Abhandlung des Herrn Schröter. 

Jede der 27 Geraden ist die Axe eines Ebenenbüschels, dessen Ebenen 
die Fläche dritter Ordnung in Kegelschnitten schneiden. Die Abbildungen 
dieser Kegelschnittschaaren erhält man, wenn man die Abbildungen der 27 
Geraden zu den Abbildungen vollständiger Durchschnittseurven dritter Ord- 
nung ergänzl. 

Die Glieder der Kegelschnittschaar, welche einer der Fundamental- 
geraden zugeordnet ist, müssen sich also als Curven dritter Ordnung abbilden, 
welche durch alle sechs Fundamentalpunkte gehen. Als Bilder von Kegel- 
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schnitten müssen sie p—=0, also einen Doppelpunkt haben. und dieser muss 
in dem zugeordneten Fundamentalpunkt eintreten, entsprechend den zwei 
Punkten, die jeder Kegelschnitt des Büschels mit der entsprechenden Geraden 
vemein hat. Hierdurch sind diese Curven in der That bis auf einen Para- 
meter bestimmt: und jenen Kegelschnitisystemen entsprechen also Büschel 
von Curven dritter Ordnung, welche durch die 6 Fundamentalpunkte gehen 
und in einem derselben einen Doppelpunkt haben. Da weeen der eindeutigen 
Beziehung zwischen Fläche und Bild Doppelverhältnisse entsprechender Cur- 
venbüschel immer gleich sind. so entspricht auch der durch das Kegelschniti- 
büschel auf der Geraden bestimmten Involution hier die Involution der Tan- 
gentenpaare der Doppelpunkte; und den Doppelpunkten der Involution dort. 
nämlich den Punkten, in welchen die Gerade von Kegelschnitten berührt wird. 
entsprechen hier die Doppelstrahlen der Involution. d. h. die Tangenten der bei- 
den in dem Büschel auftretenden Curven mit Rückkehrpunkten. 

Die Kegelschnittschaaren. welche einer als Kegelschniti abgebildeten 
Geraden der Fläche zugeordnet sind. gehen in Büschel von Geraden über. 
deren Scheitel in denjenigen Fundamentalpunkt fällt, durch welchen der Kegel- 
schnitt wicht geht. 

Die Kegelschnittschaaren endlich, deren zugehörige Gerade sich als 
Gerade abbilden, gehen wiederum in Kegelschniltschaaren über: und zwar 
bildet eine solche Schaar einen Büschel, dessen Grundpunkte diejenigen 4 Fun- 
damentalpunkte sind, durch welche die entsprechende Gerade nicht geht, 


$. 4. 

Schnitt der Fläche dritter Ordnung mit Flächen zweiter Ordnung. 

Der vollständige Durchschnitt der Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fläche zweiter Ordnung bildet sich als Curve sechster Ordnung ab. welche 
in jedem der 6 Fundamentalpunkte einen Doppelpunkt hat *). Dieselbe kann 
insbesondere, ohne in Theile zu zerfallen, noch bis zu vier weitere Doppel- 
punkte erhalten, welche Berührungen der Fläche zweiter Ordnung mit der 
Fläche dritter Ordnung entsprechen. 

Aber die Raumcurve kann sich in eine Gerade und in eine Curve 


fünfter Ordnung auflösen, indem die Fläche zweiter Ordnung durch eine der 





*) Ueber diese Raumcurve vgl. Bd. 63, p. 237 dieses Journals. 
47 * 
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27 Geraden der Fläche dritter Ordnung hindurch geht. Nehmen wir zu 
dieser Geraden eine von denen, welche sich als Kegelschnitte abbilden, so 
wird die Abbildung der Raumeurve fünfter Ordnung eine ebene Curve vierter 
Ordnung; dieselbe geht durch die 5 auf dem Kegelschnitt liegenden Fun- 
damentalpunkte und hat in dem sechsten einen Doppelpunkt. Für die Raum- 
curve fünfter Ordnung, in welcher eine Fläche dritter Ordnung von einer 
Fläche zweiter Ordnung geschnitten wird, welche eine Gerade mit derselben 
gemein hat, ist also p= 2, und ferner, wenn d die Anzahl von Berührungen 
beider Flächen bezeichnet, bei welchen die Schnitleurve einen Doppelpunkt er- 


hält, r die Zahl derjenigen, bei welchen ein Rückkehrpunkt auftritt: 
N=5,. R=12—-2d—3r, K=21—-6d-Br, 
p=?2-d—-r, B=r, A4A=32-12d—1Fr. 


Diese Curve hat Herr Salmon als Raumcurve fünfter Ordnung und erster 
Species bezeichnet (vgl. Salmon, Geom. of three dim., 2° ed., p. 279). 

Ist die Gerade in der Abbildung wieder eine Gerade, so wird die 
Abbildung der Raumeurve fünfter Ordnung eine Curve fünfter Ordnung, welche 
durch die der Geraden angehörigen Fundamentalpunkte geht, und in den vier 
übrigen Doppelpunkte hat. 

Ist die Gerade eine der Fundamentalgeraden, so wird die Raumcurve 
fünfter Ordnung in eine ebene Curve sechster Ordnung abgebildet, welche 
die 5 andern Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten, den ersten aber zum 
dreifachen Punkt hat. Denn auf der Geraden als der Fläche zweiter Ordnung 
angehörig erzeugen die sie schneidenden Geraden der Fläche eine Punkt- 
reihe ab = 0, auf derselben Geraden aber als der Fläche dritter Ordnung 
angehörig schneiden die ihr entsprechenden Kegelschnittschaaren eine In- 
volution «+42 = 0 aus; beide Reihen haben drei Doppelpunkte, und diesen 
entsprechen die drei Zweige der Abbildung, welche durch den Fundamental- 
punkt gehen. 

Zweitens kann die Raumcurve sich in zwei sich nicht schneidende 
(rerade auflösen und in eine Raumceurve vierter Ordnung, indem zwei Er- 
zeugende der Fläche zweiter Ordnung, welche derselben Schaar angehören, 
zugleich Gerade der Fläche dritter Ordnung sind. Nehmen wir für diese 
Geraden solche, die sich in Kegelschnitten abbilden, so wird die Abbildung 
der ergänzenden Raumeurve vierter Ordnung ebenfalls ein Kegelschnitt; und 
zwar geht derselbe durch die beiden Fundamentalpunkte, durch welche nur 
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je einer der andern Kegelschnitte hindurchgeht. Für diese Raumeure ist also 
p=0; es ist die bekannte Curve vierter Ordnung und zweiter Species *). 

Ist die Abbildung der einen Geraden ein Kegelschnitt,. die der andern 
ein Fundamentalpunkt,. der nicht auf ihm liegt. so ist das Bild der Raumeurve 
eine Curve vierter Ordnung. welche durch die übrigen Fundamentalpunkte geht 
und in jenem einen dreifachen Punkt hat. 

Sind die Abbildungen beider Geraden Fundamentalpunkte, so ist das Bild 
der Raumeurve eine Curve sechster Ordnung. welche diese beiden zu drei- 
fachen, die übrigen Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten hat. 

Ist das Bild der einen Geraden ein Kegelschnitt, das der andern 
eine Gerade, welche zwei Fundamentalpunkte mit ihm gemein hat. so wird 
aus der Raumecurve eine Curve dritier Ordnung, welche durch die 3 andern 
Fundamentalpunkte des Kegelschnitts geht, und in dem sechsten Fundamental- 
punkt einen Doppelpunkt hat. 

Ist das Bild der einen Geraden eine Gerade. das der andern ein nicht 
auf ihr liegender Fundamentalpunkt. so ist das Bild der Raumeurve eine 
Curve fünfter Ordnung. welche durch die beiden Fundamentalpunkte der 
Geraden geht, den dritten Fundamentalpunkt zum dreifachen, und die drei 
andern zu Doppelpunkten hat. 

Sind endlich die Bilder der Geraden zwei Gerade, die einen Funda- 
mentalpunkt gemein haben, so ist das Bild der Raumcurve eine Öurve vierter 
Ordnung, welche durch die zwei Fundamentalpunkte geht, welche nur einer 
der Geraden angehören. und Doppelpunkte hat in den drei Fundamentalpunkten. 
durch welche keine der Geraden geht. 

Drittens kann die Raumeurve sechster Ordnung sich in einen Kegel- 
schnitt auflösen und in eine Raumeurve vierter Ordnung. Nehmen wir für 
den Kegelschnitt einen solchen. welcher sich als Curve dritter Ordnung mit 
Doppelpunkt abbildet, so geht die Abbildung der Raumeurve vierter Ordnung 
in eine Curve dritter Ordnung über. welche durch die 5 Fundamentalpunkte 
geht, in welchen der Doppelpunkt nicht stattfindet. Für diese Curve ist also 
im Allgemeinen p=1, und die Raumeurve vierter Ordnung ist also erster 


Species. 
Ist das Bild des Kegelschnitts wieder ein Kegelschnitt. so wird das 


*) Die bemerkenswerthen und der Uurve erster Species gegenüber verhältniss- 
mässig einfachen Eigenschaften dieser Curve finden ihre innere Begründung wesent- 
lich darin, dass für diese p=0, für jene aber p=1 ist. 


| | 
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Bild der Raumeurve eine Curve vierter Ordnung, welche durch die 4 Fun- 
damentalpunkte geht. welche dem Kegelschnitt angehören, und die beiden 
andern zu Doppelpunkten hat. 

Ist endlich das Bild des Kegelschnitts eine durch einen Fundamental- 
punkt gehende Gerade, so wird das Bild der Raumeurve eine Curve fünfter 
Ordnung. welche auch durch jenen Fundamentalpunkt geht, und die 5 übrigen 
zu Doppelpunkten hat. 

Endlich kann die Raumeurve sechster Ordnung in zwei Raumcurven 
dritter Ordnung zerfallen, deren keine eine ebene ist. Da für jede solche 
Curve p=0, so kann sie in der Ebene nur dargestellt werden durch eine Curve 

sechster Ordnung mit 10 Doppelpunkten, 

fünfter Ordnung mit 6 Doppelpunkten, 

vierter Ordnung mit 3 Doppelpunkten, 

dritter Ordnung mit 1 Doppelpunkt. 

zweiter Ordnung, 

erster Ordnung. 
Diese Fälle treten wirklich mit Ausnahme des ersten sämmtlich ein, und 
zwar folgendermassen. 

Eine Curve sechster Ordnung kann den Durchschnitt der Fläche dritter 
Ordnung mit einer Fläche zweiter Ordnung nur darstellen, wenn sie in den 
Fundamentalpunkten Doppelpunkte hat. Soll sie aber einer Raumcurve drilter 
Ordnung entsprechen, so muss der vollständige Durchschnitt noch eine andere 
Curve dritter Ordnung enthalten, welche in der Abbildung eine Curve 
nullter Ordnung giebt: d.h. der Rest des Durchschnitts muss aus 3 Fun- 
damentalgeraden bestehen. In den entsprechenden Fundamentalpunkten muss 
dann aber die Curve. wie oben gezeigt, dreifache Punkte haben, und die 
Curve sechster Ordnung muss also 3 Fundamentalpunkte zu dreifachen, die 3 
übrigen zu Doppelpunkten haben, was in der That 10 Doppelpunkten äquivalent 
ist. Aber eine Curve sechster Ordnung kann nicht drei Doppelpunkte und drei 
dreifache Punkte haben ohne zu zerfallen. Ein durch die letzteren und zwei 
der ersteren gelegter Kegelschnitt trifft sie in 13 Punkten und gehört ihr also 
ganz an. Die Curve löst sich also in drei Kegelschnitte auf, welche durch 
je fünf Fundamentalpunkte gehen, und man kommt auf den bekannten Satz, 
dass eine durch drei sich nicht schneidende Gerade der Fläche dritter Ord- 
nung gelegte Fläche zweiter Ordnung die Fläche dritter ‘Ordnung noch in 


drei anderen Geraden schneidet. 
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Eine Curve fünfter Ordnung mit 6 Doppelpunkten stellt vereinigt mil 
einer Geraden den vollständigen Durchschnitt dar. wenn entweder die ersten 
6 Doppelpunkte in die Fundamentalpunkte fallen. oder nur fünf derselben. 
während die Gerade mit der Curve fünfter Ordnung sich in einem Fundamen- 
talpunkte schneidet. oder endlich. wenn nur 4 Doppelpunkte der Curve fünfter 
Ordnung in Fundamentalpunkte fallen. die anderen beiden Fundamentalpunkte 
aber Durchschnitte der Geraden und der Curve werden. Im ersten Falle 
stellen ohne weiteres beide Curven Raumeurven dritter Ordnung dar. Im 
zweiten Fall stellt die Gerade einen Kegelschnitt dar, welcher auf der Fläche 
dritter Ordnung liegt: man müsste also noch eine Fundamentaloeerade in dem 
vollständigen Durchschnitt enthalten sein lassen. damit die Curve fünfter Ord- 
nung eine Raumeurve dritter Ordnung darstellt. Wäre der entsprechende 
Fundamentalpunkt nun von demjenigen verschieden. durch welchen die Gerade 
geht, so müsste in ihm die Curve fünfter Ordnung einen dreifachen Punkt 
haben. was nicht möglich ist ohne Zerfallen derselben. Fallen aber beide 
Fundamentalpunkte zusammen, so muss der auf der Geraden liegende dreifach, 
also von der Curve fünfter Ordnung noch zweimal geschnitten werden, diese 
hat also wieder alle Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten. wie im ersten 
Falle. Das Gleiche beweist man ebenso für den dritten Fall. Es kann also 
eine Raumcurve dritter Ordnung dargestellt werden durch eine beliebige Gerade 
und durch eine Curve fünfter Ordnung, welche die Fundamentalpunkte zu 
Doppelpunkten hat, und zwar liegen je zwei solchen verschiedenen Darstellun- 
gen entsprechende Kaumeurven immer auf derselben Fläche zweiter Ordnung. 

In ähnlicher Weise zeigt man, dass ein Kegelschnitt und eine Curve 
vterter Ordnung immer und nur dann zwei Raumcurven dritter Ordnung dar- 
stellen, wenn ersterer durch drei Fundamentalpunkte geht, der letztere durch 
dieselben und in den drei andern Doppelpunkte hat: und zwar liegen beide 
Raumcurven dann immer auf derselben Fläche zweiter Ordnung. 

Endlich findet man sofort. dass eine Curve dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt immer und nur dann eine Raumcurve dritter Ordnung darstellt, 
wenn sie durch 4 Fundamentalpunkte geht und einen fünften zum Doppel- 


punkt hat. (Geht eine zweite durch dieselben 4 Fundamentalpunkte und hat 


im sechsten einen Doppelpunkt, so liegen beide kaumcurven auf einer Fläche 
zweiter Ordnung. 
Man erkennt hieraus, dass es auf jeder Fläche dritter Ordnung 72 


Schaaren von Raumcurven dritter Ordnung giebt, welche den 72 Hälften der 
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36 Doppelsechsen entsprechen, und dass zwei Curven, die den verschiedenen 
Hälften derselben Doppelsechsen zugeordnet sind, immer auf einer Fläche 
sweiter Ordnung liegen. 

Jede Curve derselben Schaar schneidet nämlich sechs Gerade der 
Oberfläche zweimal. und soll diesen, welche einander nicht schneiden und 
also die Hälfte einer Doppelsechs bilden, zugeordnet heissen; sie schneidet 
die 6 Geraden, welche jene zu einer Doppeisechs ergänzen, gar nicht, und 
jede der übrigen 15 Geraden in einem Punkt. Jede Schaar enthält, wie die 
Gerade in der Ebene, zwei Willkürlichkeiten, und eine individuelle Curve ist 
also durch zwei Punkte bestimmt. 

Jedem Satz in der Ebene, welcher sich nur auf die Lage der (Gebilde 
bezieht, entspricht also ein Satz auf der Fläche dritter Ordnung, wobei an 
Stelle einer Geraden jedesmal eine haumcurve dritter Ordnung zu setzen ist, 
welche jede einem bestimmten aber beliebig gewählten System von 6 sich nicht 
schneidenden Geraden zugehörige Linie zweimal trifft. So entspricht beispiels- 
weise dem Salz vom vollständigen Vierseit folgender: 

Vier beliebige Raumcurven dritter Ordnung desselben Systems schneiden 
sich in 6 Punkten, welche man noch durch 3 weitere Curven des Systems 
verbinden kann. Diese drei schneiden sich in drei Punkten; verbindet man 
einen derselben mit einem der ersten 6 Punkte durch eine Curve des Systems, 
so schneiden sich jetzt in letzterem Punkte 4 Curven, deren Tangenten einen 


harmonischen Büschel bilden. 


$. 9. 
Schnitt zweier Flächen dritter Ordnung. 

Ich will noch die Durchschnittseurve der Fläche dritter Ordnung mit 
einer anderen Fläche dritter Ordnung discutiren, auf welche die Berliner 
Academie die Aufmerksamkeit der Geometer neuerdings gelenkt hat. Diese 
Curve ist im Allgemeinen von der neunten Ordnung und bildet sich als ebene 
Curve ab, welche in den 6 Fundamentalpunkten dreifache Punkte besitzt. 
Wenn beide Flächen sich noch (d-+r)mal berühren, so dass in d Berührungs- 
punkten ein Doppelpunkt, in r Berührungspunkten ein Rückkehrpunkt der 


Curve entsteht. so hat man die Bestimmungen: 


N=9, R=36-2d—-I3r, K=-81—6d—Br, 
p=10—-d—r, B=r A= 144—12d-— 15r. 
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Diese Raumeurve kann aber in mannigfacher Weise zerfallen. und zwar zu- 
nächst in eine Gerade und in eine Raumeurve achter Ordnung. Bildet sich 
die Gerade als Kegelschnitt ab. der durch fünf Fundamentalpunkte geht, so 
erscheint das Bild der Raumeurve achter Ordnung als Curve siebenter Ord- 
nung, welche jene fünf Punkte zu Doppelpunkten, den sechsten aber zum 
dreifachen Punkt hat. Es ist also für diese Raumeurve: 

N=8, R=R28-2d—-3r, K=60—-6d-—Br, 

p=t1-d—-r, R=r, A=104-12d-19r. 

Die allgemeine Raumeurve kann ferner in eine Raumeurve siebenter Ord- 
»ung und eine Raumcurve zweiter Ordnung zerfallen, und zwar entstehen zwei 
verschiedene Arten von Raumeurven siebenter Ordnung, je nachdem die Raum- 
curve zweiler Ordnung ein Kegelschnitt ist. oder aus zwei sich nicht schnei- 
denden Geraden besteht. 

Bildet sich im ersten Falle der Kegelschnitt als Curve dritter Ordnung 
ab. welche in einem Fundamentalpunkt einen Doppelpunkt hat, so wird das 
Bild der Raumcurve siebenter Ordnung und erster Species eine Curve sechster 
Ordnung, welche durch jenen Fundamentalpunkt geht, und die fünf anderen 


zu Doppelpunkten hat. Man hat also die Bestimmungen: 
N=7, R=22—-2d—är, K=45—6d-—Br, 
p=59-d—r, B=r, A=16-12d—15r. 


Im zweiten Falle kann man die beiden Geraden als Kegeelschnitte ab- 
bilden. Das Bild der Raumeurve siebenter Ordnung und zweiter Species wird 
dann eine Curve fünfter Ordnung, welche durch die vier beiden Kegel- 
schnitten gemeinsamen Fundamentalpunkte geht und in den beiden anderen 
Doppelpunkte hat. Es ist also: 

N=7, R=20-2d—3r, K=39—bd—Br, 
p=4-d-—-r, B=r, A=64-12d-15r. 


Drittens kann sich die Raumeurve neunter Ordnung in eine Curve 
sechster und in eine Curve dritter Ordnung aullösen. Ist diese eine ebene, 
durchschneiden die beiden Flächen dritter Ordnung sich also in einer ebenen 
Curve dritter Ordnung, so muss der Rest ihres Durchschnilts auf einer Fläche 
zweiter Ordnung liegen, und also entweder in der oben betrachteten Raum- 
curve sechster Ordnung oder in einer ihrer Zerlällungen bestehen. Es ist 
also, wenn die Curve dritter Ordnung nicht zerfallen soll, nur noch der Fall 
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zu untersuchen, wo ein Theil des Durchschnitts eine Raumcurve dritter Ord- 
nung ist. Bilden wir diese als ebene Curve fünfter Ordnung ab, welche alle 
Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten hat, so stellt sich das Bild der übrig- 
bleibenden Raumeurve sechster Ordnung und zweiter Species als Curve vierter 
Ordnung dar. welche durch alle Fundamentalpunkte geht. Diese Raumeurve 
ist Hesse's Curve der Kegelspitzen. Für dieselbe ergeben sich die Bestimmungen: 

N=6,. R=16—-2d—-Ir, K=30—-6d-—-Br, 

p=93-d-—-r, B=r, A= 48- 12d— 15r. 

Wenn die Curve dritter Ordnune aus Theilen besteht. so kann sie 
entweder in drei sich nicht schneidende Gerade oder in Gerade und Kegelschnitt 
zerfallen, und zwar kann man annehmen, dass letztere sich nicht schneiden, 
weil der Gegenfall nur eine specielle Raumeurve dritter Ordnung liefert. 

Besteht aber ein Theil des Durchschnitis zweier Flächen dritter Ord- 
nung aus einem Kegelschnitt und einer Geraden, welche denselben nicht trifft, 
so kann man den Kegelschnitt als Curve dritter Ordnung abbilden, welche 


den Fundamentalpunkt (a) zum Doppelpunkt hat und durch die übrigen hin- 


durchgeht; die Gerade kann dann entweder als Kegelschnitt abgebildet wer- 
den, welcher durch erstern Punkt und durch fünf der letztern geht. oder als 
Gerade, welche durch erstern Punkt und einen der letztern geht. Diese bei- 
den Fälle sind aber nicht verschieden. In beiden Fällen ist der gegebene 
auf der Fläche liegende Kegelschnitt einer gewissen Geraden zugeordnet, und 
diese und die gegebene Gerade haben keine andere Bedingung zu erfüllen, 
als dass sie sich treffen. Wir brauchen daher nur einen Fall zu betrachten, 
etwa den ersten. in welchem sich die ergänzende Raumcurve sechster Ord- 
nung als Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt abbilde. Man hat 
für diese Raumcurve sechster Ordnung und dritter Species daher folgende Be- 
stiimmungen: 

N=6,. R=-14—-2d—Ir, K=R24—6d— Br 

p=?—-d—r, B=r, A=36—-12d-.1Hr. 

Wenn endlich ein Theil des Durchschnitts aus drei einander nicht treffenden 
(seraden besteht, so kann man diese als Kegelschnitte abbilden, und der übrig- 
bleibenden Raumeurve sechster Ordnung und vierter Species entspricht dann 
eine ebene Curve dritter Ordnung, welche durch die drei Fundamentalpunkte 
geht. in welchen sich nur zwei Kegelschnilte treffen. Man erhält sonach: 

N=6, R=12—2d— Ir, K= 18 —6d—8r 
p=1-d-r, B=r, A=?24—12d— 1Hr. 


es 
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Ich komme nun zu dem schon von Hrn. Salmon behandelten Fall. wo 
die Raumeurve neunter Ordnung sich in eine Raumeurve fünfter Ordnung und 
in eine Curve vierter Ordnung auflöst. 

Ist die Raumcurve vierter Ordnung zugleich erster Species. so kann 
man sie als Curve fünlter Ordnung abbilden, welche durch einen Fundamental- 
punkt geht, und die fünf übrigen zu Doppelpunkten hat. Das Bild der übrie- 
bleibenden Raumeurve fünfter Ordnung ist also eine Curve vierter Ordnung. 
welche durch die letzten fünf Fundamentalpunkte geht, und den ersten zum 
Doppelpunkt hat. Daher wird 

N=5. R=12-?2d-3r, K=- 21 -6d—Br. 
p=?2?-d—-r, B=r, A=3-12d-1dr. 

Die Curve ist nicht verschieden von der Raumeurve fünfter Ordnung 
und erster Species, welche mit einer Geraden zusammen den Durchschnitt 
einer Fläche zweiter Ordnung mit einer Fläche dritter Ordnung bildet. 

Ist die Raumeurve vierter Ordnung zweiler Species, so kann man sie 
als Curve fünfter Ordnung abbilden, welche durch zwei Fundamentalpunkte 
geht, drei andere zu Doppelpunkten und einen zum dreifachen Punkt hat. 
Die Raumcurve fünfter Ordnung und zweiter Species |Salmon‘ bildet sich dann 
ab als Curve vierter Ordnung, welche durch drei Fundamentalpunkte geht 
und zwei zu Doppelpunkten hat. Es ist also: 

N=5, R=10-Rd—3r, K=15-6d-B8r, 
p=1-d-r, B=r, A=20-—-12d— 15r. 

Zerfällt die Raumeurve vierter Ordnung. und zwar zunächst in eine 
Curve dritter Ordnung und eine Gerade, so muss erstere eine Raumeurve 
sein, weil sonst eine Gerade exisliren würde, welche die Curve dritter Ord- 
nung dreimal und noch diese Gerade träfe, also den Flächen dritter Ordnung 
vanz angehören müsste, so dass der Rest des Durchschnitts noch weiter zer- 
file. Eine Raumeurve drilier Ordnung und eine Gerade bilden aber. wenn 
sie sich zweimal treffen, einen speciellen Fall der Raumeurve vierter Ordnung 
und erster Species, wenn sie sich einmal treffen. einen speciellen Fall einer 


Raumcurve vierter Ordnung und zweiter Species. Es ist also nur noch der 


Fall zu untersuchen. wo beide Curven sich zicht treffen. Wird dann die 

Curve dritter Ordnung als Curve fünfter Ordnung abgebildet, welche alle Fun- 

damentalpunkte zu Doppelpunkten hat. so wird das Bild der Geraden ein durch 

fünf Fundamentalpunkte gelegter Kegelschnitt. Ferner wird das Bild der 

übrigbleibenden Raumeurve fünfter Ordnung und dritter Species \Salmon) ein 
48 * 
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Kegelschnitt, welcher durch den sechsten Fundamentalpunkt geht, und man 
hat also. indem d, r nolhwendig verschwinden, für diese Curve: 
N=-5, R=8 K=9 
»=m, BE A=E 

Andere Zerfällungen der Raumcurve vierter Ordnung führen auf keine 
neuen Raumeurven fünfter Ordnung. Zwei Kegelschnilte im Raum sind, wenn 
sie sich in zwei Punkten treffen, ein specieller Fall einer Raumeurve vierter 
Ordnung und erster Species; treffen sie sich in einem Punkt, so bilden sie 
eine specielle Raumeurve vierter Ordnung und zweiter Species. Sollen sie 
sich ear nicht treffen, so müssen sie derselben Geraden zuseordnet sein, und da 
diese dann von beiden zusammen in 4 Punkten geschnitten wird, so muss 
auch sie dem Durchschnitt angehören. und es bleibt für den Rest nur noch 
eine Curve vierter Ordnung übrig. — Besteht die Raumeurve vierter Ordnung 
aus einem Keeelschnitt und zwei sich nicht schneidenden Geraden, welche 
auch den Kegelsenilt nicht treffen, so tritt elwas ähnliches ein; beide Gerade 
müssen dann die dem Kegelschnilt zugeordnete Gerade treffen, die also von 
den verschiedenen Theilen der Raumcurve vierter Ordnung in 4 Punkten ge- 
troffen wird. und also selbst dem Durchschnitt angehören muss. Und wenn 
endlich die Raumeurve vierter Ordnung sich in 4 sich nicht schneidende Gerade 
auflöst. so enthält die übrigbleibende Raumcurve fünfter Ordnung jedenfalls 


die beiden Geraden, welche die vier gegebenen Geraden sämmtlich treffen. 


$. 6. 
Uebertragung ebener Sätze auf die Fläche dritter Ordnung. 

Von allen auf einer Fläche dritter Ordnung liegenden Raumeurven 
scheinen diejenigen von besonderer Wichtigkeit, welche sich als Curven n'” 
Ordnung von allgemeiner Lage abbilden, d. h. welche die 6 Fundamental- 
geraden nicht schneiden Eine solche Curve, wenn sie auf der Fläche dritter 


Ordnung noch d Doppelpunkte und r Rückkehrpunkte hat, besitzt nach $. 2 
folgende charakteristische Zahlen: 


N=3n, R=en(n+3)—2d—Ir, K= In’ — 6bd--Sr, 
on? g_, B=r A=-6na-1)-124- dr. 


Die einfachsten Curven dieser Art sind erstlich Raumeurven dritter Ordnung, 
wie schon in $. 4 aus einander gesetzt wurde; sodann Raumcurven sechster 
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Ordnung und vierter Species, welche sich als Kegelschnitte abbilden, und für 


welche 
N=-6. R-=-10. K- 12. 


Jen 7-06, 1eN 


Alle Curven solcher Art bilden ein System, welches den gesammten 
algebraischen Curven der Ebene entspricht, und welche sofort die Uebertragung 
der für letztere geltenden Sätze auf die Fläche dritter Ordnuug gestatten. 

Ein solches System ist immer (vgl. $. 4) einer Hälfte einer Doppelsechs 
zugeordnet. so dass eine Curve »“ Ordnung des Systems jede Gerade der zu- 
geordneten Hälfte 2» mal. jede Gerade der anderen Hälfte gar nicht. die 15 
übrigen Geraden aber je »mal trifft. Es giebt also 72 solcher Systeme, deren 
jedes die Uebertragung von Sätzen der Ebene gestattet. Je zwei solche 
Systeme sind conjugirt, und je zwei Raumcurven gleich hoher Ordnung n, die 
conjugirten Systemen angehören, bilden den vollständigen Durchschnitt der 
Fläche dritter Ordnung mit einer Fläche 2n‘” Ordnung. 

Als Speeimen will ich folgende Sätze angeben, welche sich auf eine 
Raumcurve neunter Ordnung beziehen. welche die 6 Geraden einer Hälfte einer 
Doppelsechs in je 6 Punkten schneidet, die Geraden der anderen Hälfte nicht. 
und durch die Zahlen charakterisirt ist: 

N=-4 A=-16 KH=3, 
»=1, Bi _ Au 


In dem System, welchem die Curve angehört, giebt es 9 RKaumcurven dritter 
Ordnung, welche die Raumcurve neunter Ordnung dreipunktig berühren. Von 
den 9 Berührungspunkten liegen 12mal drei auf einer neuen Raumeurve dritter 
Ordnung, die dem System angehört. 

Die 12 neuen Raumcurven ordnen sich in 4 Tripel, und je zwei 
Curven eines Tripels schneiden sich in einem weiteren Punkt. Die 12 neuent- 
standenen Punkte bestimmen wieder 9 Raumcurven dritter Ordnung des Systems. 
Jede der letztern geht durch 4 jener 12 Punkte und ist einem der 9 Berührungs- 
punkte zugeordnet; sie schneidet die Curve neunter Ordnung in 3 Punkten, 
und wenn man in jedem dieser Punkte die berührende Raumcurve dritter 
Ordnung des Systems an die Curve neunter Ordnung legt, so geht sie durch 
den zugeordneten Berührungspunkt. Diese 3 Berührungscurven mit der ur- 
sprünglich in jenem Punkt berührenden bilden ein System, dessen Tangenten, 
in dem zugeordneten Berührungspunkt gezogen, ein bestimmtes Doppelverhält- 
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niss haben; dies Doppelverhältniss ist in den 9 Berührungspunkten dasselbe, 
und gleich dem Doppelverhältniss der Tangenten der 4 Raumcurven dritter 
Ordnung des Systems, welche man von einem Punkte der Curve neunter Ord- 
nung aus so legen kann, dass sie die Curve in einem andern Punkte be- 
rühren u. s. w. 

Ich werde in einem andern Aufsatze weitere Anwendungen der hier 
niedergelegten Theorie geben. Hier will ich nur noch die besonderen Fälle 
kurz berühren, welche bei der Abbildung sich darbieten können. 


8. 7. 
Fläche dritter Ordnung mit einem Knotenpunkt. 

Wenn die 6 Fundamentalpunkte in einem Kegelschnitt, oder wenn 3 
derselben auf einer Geraden liegen, so ist dies immer ein Zeichen dafür, dass 
die Fläche dritter Ordnung einen Knotenpunkt besilzt, und zwar muss immer 
einer dieser beiden Fälle eintreten, damit ein Knotenpunkt existire. Ich will 
nur den ersten als den symmetrischen Fall als immer möglich nachweisen. 
Bekanntlich kann man die Gleichung einer Fläche dritter Ordnung, welche den 
Punkt 2, =; =2,=(0 zum Knotenpunkt hat, in der Form darstellen: 


1.) afas,2) = Pla, 2,2), 
wo f eine homogene Function zweiter Ordnung, g eine solche drilier Ord- 


nung ist. Man kann also setzen: 


‚02%, = x2.f(x,4,), 
.; 0% = 4.f(z, 4, u), 
\ u ı / , 
0% = u.fiz, 4, u), 
oz, = p(z,4, u), 


was mit ersterer Gleichung äquivalent ist, und zugleich die Coordinaten als 
homogene Funetionen drilter Ordnung der Parameter x, A, « aufweist. Die 6 
Punkte nun. welche den Curven 
e.f=0 fe anf 9=Pd 

gemein sind, sind also die Schnittpunkte von f=0 und =0, also auf dem 
Kegelschnilt f=0 gelegen. 

Umgekehrt sind in jedem System von Curven dritter Ordnung, welches 
durch 6 auf einem Kegelschnitt f= 0 liegende Punkte gehen soll, die Curven 
z.f=0, A.f=0, u.f=0 enthalten, und diese mit einer vierten Curve = 0 
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lassen alle weiteren Curven des Systems linear aus sich zusammensetzen. 
Daher kann man, wenn # solche Fundamentalpunkte auf einem Kegelschnitt 
f= 9 gegeben sind, die Coordinaten der entsprechenden Fläche immer durch 
die Formeln (2.) darstellen. welche auf die Gleichung (1.) zurückführen. also 
eine Fläche mit Knotenpunkt darstellen. 

Die 6 Geraden. welche sich früher als 6 Kegelschnitte abbildeten, 
fallen hier in den einen Kegelschnitt f=0 zusammen: und da für f=0 
immer &,, X. 2, verschwinden, so sieht man, dass dieser Kegelschnitt nur 
das Bild des Knotenpunkts ist. Die 6 Fundamentalpunkte entsprechen den 
6 Geraden der Fläche, welche von dem Knotenpunkte ausgehen: 6 andere 
fallen aus. und die 15 übrigen sind nach wie vor durch die Verbindungs- 
linien der 6 Fundamentalpunkte dargestellt. 

Diese Geraden bilden also die Linien eines Pascalschen Sechsecks: 
und indem man bemerkt (wie unten gezeigt werden soll), dass jede Gerade. 
welche nicht durch die Fundamentalpunkte geht. das Bild einer ebenen Curve 
dritter Ordnung ist, welche die jenen Punkten entsprechenden Geraden trifli. 
und im Knotenpunkt der Fläche einen Doppelpunkt hat, erhält man aus 
Uebertragung der Sätze vom Pascalschen Sechseck folgende Theoreme: 

Auf der Fläche dritter Ordnung mit einem Knotenpunkt schneiden sich 
von den 15 Geraden, welche nicht durch den Knotenpunkt gehen, 4A5mal zwei 
in einem Punkte p. 

Von den 45 Punkten p liegen 60mal drei auf einer ebenen Curve 
dritter Ordnung P, welche ganz in der Fläche liegt, jede der 9 Geraden, 
welche nicht durch einen ihrer Punkte p und nicht durch den Knotenpunkt geht, 
schneidet, und im Knotenpunkt selbst einen Doppelpunkt hat. 

Von diesen 60 Curven P schneiden sich 20mal drei in einem Punkte 
g, und 60mal drei in einem Punkte h der Fläche. 

Es giebt 20 Curven x gleicher Art, deren jede durch einen Punkt g 


und durch 3 Punkte h geht. 
Diese 20 Curven x schneiden sich zu vier in 15 Punkten y. 


Von den Punkten g liegen Iömal 4 auf einer weiteren Curve J der- 


selben Art. 
Die Beziehungen, welche in diesem Falle zwischen den Punkten der 


Fläche und denen der Ebene stattfinden, können direct durch Centralprojeetion 
dargestellt werden, bei welcher die Ebene eine beliebige. das Projections- 
centrum aber der Knotenpunkt ist. Man kommt also auf die Methoden zurück, 
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welche Herr Chasles zur Abbildung einer Fläche zweiter Ordnung ange- 
wandt hat. 

Hat nämlich, wie vorhin, der Knotenpunkt die Coordinaten 0, O0, 0, 1, 
so werden die Coordinaten eines Punktes, welcher auf der Verbindungslinie 
des Knotenpunkts mit einem Punkte der Fläche liegt: 

= 00, = 0, 5=0%, > 0%, 0. 

Soll nun der Punkt 5 in einer bestimmten Ebene liegen, als welche 
die nicht durch den Mittelpunkt gehende Coordinatenebene genommen werden 
mag, so ist ,=0, also o9x, = 0. Aus der Gleichung der Fläche hat man 


of(Sı 9 $2 3 55) = ®@ ($, . 5 s 53); 


) el... 
daher wenn man °_ an die Stelle von © setzt: 


oe = ff: m=f 5, m=f, 0,=9, 
was die Formeln (2.) sind. Es ist also in der That der dort mit x, A, u be- 
zeichnete Punkt als Projection von x anzusehen. 

Hieraus erklärt sich die obige Bemerkung, dass eine Gerade die Ab- 
bildung einer ebenen Curve dritter Ordnung ist, welche den Knotenpunkt zum 
Doppelpunkt hat. Es ergiebt sich aber überhaupt die Methode zur Behandlung 
dieser Fläche, und die Uebertragung ebener Sätze auf dieselbe. Das Gleiche 
gilt von noch specielleren Flächen, welche immer als besondere Fälle der vori- 
gen anzusehen sind. Dasselbe gilt übrigens von jeder Fläche »'" Ordnung 
mit einem Knotenpunkt, dessen Tangentenkegel von der (n—1)'“" Ordnung ist; 
so z. B. von der Steinerschen Fläche vierter Ordnung. 


Giessen. den 22. October 1865. 
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Ueber die Normalen der Kegelschnitte. 
(Von Herrn €. F. @eiser ın Zürich *)). 


1. Wem man bei den Kegelschnitten neben Punkten und Tangenten 
als bestimmende Elemente die Normalen einführt, so kann man sich die Auf- 
vabe stellen: einen Kegelschnitt zu finden, welcher durch « Punkte geht. 
? Geraden berührt und y andere Geraden zu Normalen hat. wo «, , y po- 
sitive ganze Zahlen (die O einbegriffen) bedeuten, und «+P9+y = 5 ist. Diese 
Aufgabe enthält 21 von einander verschiedene in sich. von denen die 6. welche 
dem Falle „=0 entsprechen, bereits durch Brianchon in seinem „Memoire 
sur les lienes du second ordre* gelöst worden sind. Die Uebrigen lassen 
sich. specielle Fälle ausgenommen, mit Hülfe Von Zirkel und Lineal allein 
nicht lösen, so dass als einziges Interesse zurückbleibt. für jede der gegebe- 
nen Aufgaben die Anzahl der möglichen Kegelschnitte anzugeben. Diess ist 
durch Steiner (dieses Journal Bd. 55. pag. 376) geschehen. und der vorlie- 
sende Aufsatz hat den Zweck. die Richtigkeit der dort gegebenen Resultate 
darzulhun. 

2. Wir fassen zunächst den Begriff der Normalen etwas allgemeiner. 
indem wir einen Kegelschnitt A mit einer seiner Normalen » und der zuge- 
hörigen Tangente f auf irgend eine Ebene central projieiren. AK wird wieder 
ein Kegelschnitt. # eine Tangente. welche nun durch einen bestimmten Punki 
seht, nämlich durch denjenigen, welcher dem unendlich entfernten Punkte der 
zur Normalen senkrechten Richtung entspricht. Es kann also für einen Kegel- 
schnitt die Bedingung. eine gegebene Gerade zur Normalen zu haben, auch 
ausgesprochen werden: der Berührungspunkt einer der beiden von einem 
Punkte p aus an den Kegelschnitt gezogenen Tangenten soll auf einer gege- 
benen Geraden » liegen. oder die Polare von p soll die Gerade » auf dem 
Kegelschnitte selbst treffen. Künftighin sollen p und » zusammengenommen 


ein Normalenelement genannt werden. 


*) Obgleich sich aus den Arbeiten des Herrn Chasles (Comptes rendus de l'aca- 
dömie des sciences de Paris, annde 1864) die Principien, auf welche sich meine Ab- 
leitungen stützen, mit Leichtigkeit ergeben, so habe ich doch geglaubt, dass die hier 
gegebene directe Verificirung unbewiesener Steinerscher Resultate nicht ohne Interesse 

6. 


sein würde. 
Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 4. 49 
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3. Jetzt ist an Stelle unseres Problems ein allgemeineres getreten, in 
welchem die Normalenelemente dieselbe Rolle spielen, wie in dem beschränk- 
teren die Normalen. Aber wir haben sofort den Vortheil, dass die 15 noch 
zu lösenden Aufgaben auf eine geringere Anzahl sich redueiren, da wie ge- 
zeigt werden soll, die Aufgabe: einen Kegelschnitt zu bestimmen, der «& Punkte 
enthält. 3 Gerade berührt und an y Normalenelemente gebunden ist, zusam- 
menfällt mit der andern: einen Kegelschnitt zu finden, der 5 Punkte enthält. 
e Gerade berührt, und an 7 Normalenelemente gebunden ist. 

In der That, sei X ein Kegelschnitt, (p, ») ein Normalenelement. Ö 
der Berührungspunkt auf », und ! die durch p nach b gezogene Tangente. 
dann erhält man durch Polarisation nach einem beliebigen Kegelschnitte aus 
K einen Kegelschnitt X’, aus p eine Gerade p’, aus » einen Punkt »'. Ferner 
wird b zu einer Tangente b’ an K’, t zum Berührungspunkte f’ derselben. 
und zwar liegt der Berührungspunkt f von 5b’, welche eine aus x’ an K’ ge- 
zogene Tangente ist. auf p', d. h. p' und »’ sind wieder ein Normalenelement. 
Dass die « Punkte und 5 Tangenten ihre Rollen vertauschen, bedarf keines 
Beweises. 

4. Nach diesen Betrachtungen bleiben noch 9 von einander verschie- 
dene Aufgaben übrig, zu deren Lösung wir eines Satzes aus der Theorie 
der algebraischen Curven bedürfen. Nämlich: Wenn jede der durch einen 
gegebenen Punkt p gehenden Geraden eine vorgelegte Curve in » Punkten 
schneidet, so ist diese Curve vom »“" Grade. In unserer Entwicklung wer- 
den nun die Schnittpunkte auf den Geraden gezählt, welche durch einen sin- 
gulären, d. h. vielfachen Punkt der Curve gehen; es ist klar, dass dann der 
gesuchte Grad der Curve gegeben wird durch die Summe der beiden Zahlen, 
welche 1) die Anzahl der Punkte auf einer solchen Geraden ausserhalb des 
singulären Punktes und 2) die Vielfachheit des singulären Punktes angeben. 

9. Soll jetzt die Anzahl der Kegelschnitte gefunden werden, welche 
# Punkte enthalten, 5% Tangenten berühren und an 7 Normalenelemente ge- 
bunden sind. so greifen wir aus den Normalenelementen irgend eines, z. B. 
p. ») willkürlich heraus. Dann wird durch die «@ Punkte, 5% Tangenten und 
die übrigen „—1 Normalenelemente eine Schaar von Kegelschnitten bestimmt, 
an welche von p aus alle möglichen Tangenten gelegt werden können. Jede 
derselben berührt in einem Punkte und wir wollen den Grad des Ortes dieser 
Berührungspunkte finden. Auf einer beliebig durch p gezogenen Tangente wer- 
den dann offenbar so viele der Berührungspunkte liegen, als Kegelschnitte durch 





ai 
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a Punkte, #+1 Tangenten, 7—1 Normalenelemente bestimmt sind. und der 
Punkt p ist als sovielfacher Punkt zu zählen, als Kegelschnitte bestimmt sind 
durch @+1 Punkte, 5 Tangenten und 7—1 Normaleneiemente. Sei also die 
zuerst gesuchte Zahl a,, die zweite a,. so ist ,-+«, der Grad der gesuchten 
Curve. Diese schneidet » in a,+a, Punkten. und daraus folgt, dass a, «a 
die Anzahl der Kegelschnitte ist, welche « Punkte, 7% Tangenten und y Nor- 
malenelemente enthalten. Durch Recursion kommt man also sofort von y 
auf 7—1, und unter Benutzung der Brianchonschen Resultate für „= 0 kön- 
nen die 9 übrig gebliebenen Aufgaben selöst und die Steinerschen Angahen 


bestätigt werden. 


Zürich. den 9. Januar 1866. 
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Satz aus der Lehre von den Kegelschnitten. 


Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber. 


(Von Herrn O. Hesse in Heidelberg. ) 


Eis ist ein in der Geometrie bekannter Salz: „Wenn man von den 
Ecken eines Dreiecks nach den Schnittpunkten der gegenüberliegenden Seiten 
und eines Kegelschnittes sechs gerade Linien zieht, so berühren dieselben 
einen Kegelschnitt.* Es soll nun die Aufgabe sein: „Wenn die Gleichungen 


der Dreieckseiten a=0, b=0, e=0O und die Gleichung des dieselben schnei- 


denden Kegelschnittes f(x,y,2) =0 gegeben sind, die Gleichung des berührten 


Kegelschnittes zu finden.“ Die Auflösung der Aufgabe ist folgende: 

Es seien a, b, e die linearen homogenen Ausdrücke der Punkteoor- 
dinaten: 

I.) a=asc+Py+yz, b=eWa+pytyz, ce=a"’c+P"y-+y"2. 
Setzt man die aus diesen Gleichungen sich ergebenden Werthe der Punkt- 
eoordinaten x, y, 3, ausgedrückt durch die Dreieckeoordinaten a, b, ce, in die 
Gleichung des gegebenen Kegelschnittes f(x,y,3) =0. so nimmt dieselbe die 
(ieslalt an: 

2.) du +anb+a»c+r2a,be-+r2a,ca+ra.ab = V. 
und man kann annehmen. dass die Gleichung des die Dreieckseilen schnei- 
denden Kegelschnittes gleich in dieser Form gegeben sei. 

In dieser Voraussetzung hat man nach der neunten meiner 1865 her- 
ausgegebener Vorlesungen zwischen den Liniencoordinaten #, e, we und den 
Dreiecklinienceoordinaten «@, 5, y die Relationen: 

3.) na=aa+ep+a, v=Pa+PPp+Pp'Yy, w=yra+yPp+r'Yr; 
in Beziehung auf welche sich die Gleichung des berührten Kegelschnittes so 
darstellt: 

4.) Auto + a3 + Any — Lana 7 — 2ayaıya — Ray nafl =UV. 

Der Beweis kann ohne Schwierigkeit mit Hülfe der beiden am Ende 


der genannten neunten Vorlesung aufgeführten Parallelsätze geleistet werden. 


Heidelberg. 18695. 





























